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= INTRODUCCION

La educacion peruana atraviesa una grave crisis, en la que confluyen varios factores.
Por un lado, esta la persistencia de esquemas tradicionales de entender y hacer
educacion; y por el otro, la misma realidad con sus carencias ancestrales y su
diversidad, que dificulta la aplicacién de cualquier propuesta de modo uniforme. Sobre
ello, por afios, hemos estado formando parte de un paradigma educativo caracterizado
por una enseflanza basada en la transmision y aprendizaje de contenidos, con
métodos memoristicos, carentes de significado y contexto, sin utilidad para la vida.

Segun los resultados de la prueba PISA' aplicada por la OCDE? en el afio 2001, el
79,6% de nuestros estudiantes de Primaria y Secundaria no comprendian con eficacia
lo que leiany en la evaluacion del rendimiento de los escolares del pais realizada porla
UMC® del Ministerio de Educacion, el 41% apenas puede resolver problemas
matematicos simples, utilizando las operaciones elementales (suma, resta,
multiplicaciony division).

Desde esta perspectiva, la sociedad actual llamada por algunos sociedad del
conocimiento, se caracteriza por un enorme desarrollo de las tecnologias y
comunicaciones en la que la informacion se incrementa dia a dia y los conocimientos
se renuevan permanentemente. Este es el otro escenario que no hay que omitir, pues,
educamos a estudiantes para la sociedad actual, cuyas bondades y exigencias no son
las mismas que las que nos toco vivir.

El reconocimiento del estado actual de la educacion en nuestro pais no tiene como
propésito precisar responsabilidades o lamentarnos como si esto fuera irremediable;
tampoco implica convertirlos en meros receptores esperando que otros se encarguen
de traer alguna solucion magica, sino por el contrario estamos obligados a asumir y
tomar conciencia de esta situacion y decidirnos a cambiarla. Pero este cambio sera
posible solo si las personas tienen las herramientas para ello, es decir, si poseen las
capacidades que les permitan utilizar los medios de que dispone la sociedad actual.

En este contexto' el Ministerio de Educaciéon propone en el DCN* del 2005 un disefio
curricular que “tiene como maxima aspiracion desarrollar en el estudiante capacidades,
conocimientos, valores y actitudes que le permitan una educacion integral para
alcanzar su autorrealizacion.”

' PISA : Programa Internacional de Evaluacion de Estudiantes.

? OCDE : Organizacion parala Cooperaciony el Desarrollo Econémico.
® UMC : Unidadde Medicion de la Calidad Educativa.
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DCN . Disefio Curricular Nacional.




Asi también en la OTP® del Area de Matematica, se especifican los propdsitos
fundamentales del aprendizaje de la matematica en la Educacion Secundaria; estos
son: aprender a valorar positivamente la matematica, adquirir confianza en las propias
capacidades para hacer matematica, resolver problemas de la vida cotidiana y
aprender a razonar matematicamente.

Lo anterior implica formular una propuesta pedagdgica que posibilite estas
aspiraciones y propositos. Para ello el Ministerio de Educacion establece el desarrollo
de cuatro capacidades superiores o fundamentales: el pensamiento creativo, el
pensamiento critico, la solucion de problemas y la toma de decisiones. Dichos
procesos, que en detalle han sido tratados en la Guia para el Desarrollo de
Capacidades del 2004, es transversal en todas las areas curriculares y se debe reflejar
en la practica educativa.

Se pone énfasis en el sentido transversal del proceso, pues sabemos que antes no era
usual actuar y pensar de este modo. Se pensaba, por ejemplo, que resolver problemas
era un asunto que le correspondia sélo al area de matematica y no a los demas cursos,
que la toma de decisiones solo debia ser desarrollada en los Ciencias Sociales, o que
trabajar actitudes, como la autoestima, importaba poco para la Comunicacion. Esta
concepcion obviamente ha sido replanteada para dejar una practica educativa
caracterizada por cursos o asignaturas, como compartimentos estancos y aislados, sin
ninguna relacion, por una practica integral, transversal y articulada.

La educacién peruana no puede estar al margen de las investigaciones, experiencias e
innovaciones educativas llevadas a cabo actualmente en diversos paises. Por ello se
toma como referente los “Principios y estandares para la educacién matematica”
establecidos por la National Council of Teachers of Mathematics (NCTM)’, los cuales
orientan el quehacer de la educacion matematica en norteamérica; asi mismo se
consideran los resultados de las investigaciones de las ciencias neuroldgicas, para

° OTP : Orientaciones para el Trabajo Pedagdgico.

National Council of Teachers of Mathematics (Consejo Nacional de Profesores de Matematica)
(NCTM) organizacion profesional norteamericana comprometida con la excelencia de la ensefianza
y aprendizaje de la matematica para todos los estudiantes.



mejorar la labor educativa del docente; y el rol cada vez mas activo de la matematica
como herramienta de las demas ciencias, las cuales tienen implicancia en la presencia
de nuevos contenidos. Es decir se pondera y toma conciencia de todo aquello que
afecte de unau otra forma el proceso de la educaciéon matematica.

Cabe sefalar que los contenidos matematicos que se presentan en las sesiones de
aprendizaje en el aula, se construyen en base a axiomas y deducciones, por lo cual
para su aprendizaje exige del estudiante el desarrollo de capacidades como la
abstraccion, el razonamiento, el andlisis, la sintesis, las inferencias, las analogias, la
interpretacion, la resolucion de problemas, la creatividad, etc. Todas las capacidades
mencionadas son necesarias para cualquier aprendizaje y Utiles parala vida.

En esta guia se presenta como marco teorico referencial un conjunto de ideas como las
corrientes psicopedagdgicas mas difundidas, los resultados de las neurocienciasy las
inteligencias multiples, todas las cuales han sido validadas en la practica educativa.

También se aborda el pensamiento matematico a partir del analisis de las
concepciones que se tienen acerca de él en las ciencias vinculadas a su estudio, asi
como de la evolucion de su ensefianza, pues consideramos que el docente debe
reflexionar al respecto y participar activamente como miembro de la comunidad
educativa matemética internacional, la cual pone énfasis en el desarrollo del
pensamiento mediante la resolucion de problemasy la relacion de la matematica con
las demas disciplinas mediante la modelacion matematica.

Finalmente, se propone una gama de actividades ludicas muy utiles no sélo para hacer
mas amena las clases de matematica, sino en consideracion al hecho de haber sido
seleccionadas con criterio pedagogico, desarroladas en forma didactica y con la
intencionalidad expresa de contribuir con ello al desarrollo de capacidades en los
estudiantes.




MARCO TEORICO

AMODODEANTECEDENTE

En las dos ultimas décadas, en el mundo
occidental, se han retomado con mayor
fuerza, pero esta vez de modo mas
consciente, ciertos principios
pedagogicos para mejorar la practica
educativa. Nos estamos refiriendo a los
aportes de la pedagogia activa y al
constructivismo, que permitieron a los
docentes asumir su rol de mediador en
el proceso de ensehanza-aprendizaje
con relativo éxito. Estos aportes,
principios e ideas fuerza fueron el
resultado del analisis de las
investigaciones realizadas y de las
experiencias realizadas en otros
entornos. Cabe recordar que en
educacién, la ultima palabra no esta
dicha; mas bien es un continuo hacery
aprender con el objetivo de mejorar
permanentemente.

Carl Rogers' sintetiza en la cita adjunta,
el espiritu pedagdgico que caracteriza la
tendencia educativa en la actualidad.
Uno de los objetivos de la educacién es
que los estudiantes sean capaces de
aprender a pensar y aprender a
aprender fundamentalmente, pues
estas capacidades le permitiran
aprender a hacer, aprender a crear y
por ultimo, aprender a ser.

El Ministerio de Educacion, igualmente
considera prioritario el desarrollo
integral del educando, en coherencia

CAPiTULO 1

CIAL

con las exigencias que las sociedad
moderna demanda, mediante el
desarrollo de las capacidades
fundamentales: el pensamiento creativo,
el pensamiento critico, la solucién de
problemasy la toma de decisiones.

“El unico hombre educado es aquel
que ha aprendido a aprender; el que
ha aprendido a adaptarse y a
cambiar; el que ha caido en la cuenta
de que ningun conocimiento es
seguro, que SsoOlo el proceso de
buscar los conocimientos es lo que
constituye la base de la sequridad. El
continuo cambio, la confianza en el
proceso mas que en los
conocimientos estaticos, es lo tnico
que tiene sentido como meta de la
educacion en el mundo moderno’.
Carl Rogers

Las corrientes psicopedagogicas que se
presentan son referentes importantes, a
pesar de algunas limitaciones que
puedan tener, pero permanentemente
marcan la pauta en el debate por mejorar
la ensefanza y el aprendizaje en la
educacion. Sintetizaremos las ideas
basicas de estas propuestas, donde
cada una por separado no es suficiente,
pero la integracion de ellas debe
configurar una concepcién mas acorde
con este tiempo.

' Carl Rogers (1902-1987), psicélogo estadounidense de ideas revolucionarias en educacion. Cree
fundamental y radicalmente en la persona y en sus posibilidades




1.1 CORRIENTES PSICOPEDAGOGICAS

ENFOQUE COGNITIVO

Para Jean Piaget, el estudiante
construye activamente sus
conocimientos, en el sentido de que no
los acumula, y mas bien los transforma,
los configura y les da significado acorde
en el objeto de su aprendizaje. Dicha
construccion la lleva a cabo,
fundamentalmente, mediante dos
procesos: el proceso de asimilacion y el
de acomodacion.

Durante la asimilacién el sujeto
incorpora la nueva informacion a su
estructura cognitiva, a partir del
esquema que ya posee. La
acomodacion por su parte, transforma
su esquema inicial en funcion de la
nueva informacion que es incorparada a

su andamiaje por reestructuraciéon o
subsanacion.

La construccién del nuevo conocimiento
surge cuando de un esquema inicial se
pasa a otro de mayor calidad. Y esto se
lleva a cabo de la siguiente manera:

e Se enfrenta al alumno a una situacion
nueva, pero que él pueda asimilarlo
parcialmente.

e Ello provoca un conflicto cognitivo:
hay una perturbacion del esquema
inicial que trata de reorganizarse.

e Se produce un nuevo nivel de
equilibrio, si logra asimilar
enteramente la nueva informacion.

Debemos sefialar la posibilidad de que la nueva informacién el sujeto no la asimile o la
asimile parcialmente, esto significara que la situacién de aprendizaje no estuvo al
alcance de él o las acciones para este proceso no fueron efectivas.

Por ejemplo, a un estudiante se le pide calcular: -1+2-3+4-5+6-... -39+40

EQUILIBRIO
INICIAL

Su esquema le
permite realizar »
sumas mas simples,
aunque con un
procedimiento largo
lo haria.

DESEQUILIBRIO

Debe buscar otras
estrategias, pero
gue se puedan
articular con lo que
él conoce: “puede
agrupar
sumandos”.

REEQUILIBRIO
Sumando en parejas
obtiene siempre +1, y

» como son veinte de
éstas, la suma sera

20 x 1 = 20. Esta

nueva estrategia ya
forma parte de su
estructura cognitiva.




No se pueden ignorar los estadios propuestos por J. Piaget, como tampoco tomarlos al
pie de la letra. Son referentes importantes, pues nos ayudan a dosificar los contenidos
seleccionados y los procesos a aplicar. Resumidamente, los describimos a
continuacion:

ESTADIOS EDADES CARACTERISTICAS PERMITE
Actuaciones puramente practicas. Acciones
SENSORIO- El desarrollo de las nociones de tiempo, | sobre los
MOTOR . espacio y cantidad en los nifios | objetos
0 a 2 anos | pequefios sigue una evolucién paralela
(SM) alade suinteligencia practica.
Fase de inteligencia preoperatoria o | Acciones
intuitiva, debido a que en este periodo | sobre la
todavia no poseen la capacidad légica. | realidad.
PREOPERACIONAL _ | El lenguaje tendra un gran desarrollo,
PO) 2 a6 anos | aparecen importantes tendencias en el
contenido del pensamiento (realismo y
artificialismo).
Aparece la capacidad de conservar, |Acciones
OPERACIONAL clasificar, seriar y resolver problemas |sobre
~ | que impliquen nociones organizadas |operaciones
CONCRETO 16 a 12 afios similares. simples.
(0C)
El adolescente adquiere una mayor |Acciones
OPERACIONAL ~ capacidad de abstraccion. sobre
FORMAL 12 anos El razonamiento adquiere un caracter |operaciones.
hacia hipotético deductivo.
(OF) adelante | Ante un problema determinado, se

plantean todas las posibilidades de
interaccién o combinacion.




Respecto a los estadios de J. Piaget,
como él mismo lo indicd, no se debe
generalizar, no soOlo por los diversos
grupos sociales y culturales existentes,
sino también porque un mismo sujeto no
siempre tiene homogeneidad intelectual
en todos los conocimientos; se dan casos
en que determinadas areas estan en un

le

nivel cognitivo distinto al que
corresponderia. Tal es el caso de los
artistas, deportistas u otros profesionales
gue mas desarrollan un éarea en
particular. Por ello J. Piaget sugiere
hablar mejor de secuencialidad de las
etapas.

Lagraficaadjuntadescribe mejor lo expuesto:
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Se puede observar que un individuo no es homogéneo en su desarrollo cognitivo, pues
segun el desarrollo de sus capacidades se encuentra en diferentes etapas.
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ENFOQUE SOCIOCULTURAL

Lev Vigotsky considera al individuo
como el resultado de un proceso
historico y social en el cual el lenguaje
desempefia un papel esencial.
Considera que el conocimiento es un
proceso de interaccion entre el sujeto y
su medio sociocultural. En el enfoque de
Vigotsky se pone énfasis funda-
mentalmente en los conceptos:
funciones mentales, habilidades
psicologicas, zona de desarrollo
préximo, herramientas psicolégicas y
mediacion.

Funciones mentales. Vigotsky clasifica
las funciones mentales en inferiores y
superiores. Las primeras son genéticas,
naturales y a partir de ellas soélo
respondemos al medio en una forma
limitada, casi impulsiva; en cambio las
superiores resultan de la interaccion
social con los demés, es decir, la
sociedad nos moldea con sus caracteris-
ticas y para desarrollarnos en ella
aprendemos sus simbolos, adquirimos
conciencia de nosotros mismos, lo que
nos permite desarrollar aprendizajes
cadavez mas complejos.

ZP:

Habilidades psicoldgicas. Las
habilidades de las funciones mentales
superiores: memoria, atencion,
formulacién de conceptos, etc. son un
fendbmeno social; primero corresponden
al plano social (intersicolégicas) y
progresivamente se dirigen al ambito
individual (intrasicoldgicas). A este
concepto de transformacién de las
habilidades de lo social hacia lo
individual le llama interiorizacion.

Zona de Desarrollo Proximo(ZDP).
Las posibilidades que tiene el individuo
de desarrollar sus habilidades
psicolégicas mediante la interaccion con
los demas se denomina Zona de
Desarrollo Proximo. Esto quiere decir
gue nuestro aprendizaje sera mayor si la
interaccion con los demas es mas
enriguecedora, de mejor calidad.
Aprendemos socialmente, con ayuda de
los demas. También podemos definirla
como la region entre lo que el sujeto es
capaz de aprender por si solo
(capacidades reales) y lo que puede
hacer con la ayuda de los demas
(capacidades potenciales).

ZR: viene a ser lo que propiamente puede

aprender una persona, por sus propios
medios.

viene a ser la zona hasta donde podria
aprender con la ayuda de otra persona
que conozca mas que él (profesor o su

par).




Herramientas psicoldgicas. La
interaccidn social se produce mediante
el uso de signos, simbolos, graficos,
diagramas, obras de arte, mapas, etc. A
estos se les denomina herramientas
psicolégicas. Es decir, son el medio que
nos permite pasar de las funciones
mentales inferiores a las superiores,
internalizar las habilidades psicolégicas
del plano social hacia el individual, es
decir, desarrollar nuestra ZDP.

Considera al lenguaje como una de las
herramientas psicolégicas mas
importantes, pues nos va a permitir tener
conciencia de nosotros, controlar
nuestra conducta y ejercitar la critica
sobre algunas situaciones socio-
culturales.

La mediacion. Este concepto esta
presente en todo momento del desarrollo
del sujeto. El desarrollo de las funciones
mentales inferiores hacia las superiores
se da mediante la interaccion social con
los demas, de igual modo la
interiorizacion de las habilidades
interpsicolégicas en intrapsicologicas
ocurren debido a la interaccion con los
demas. La interaccion social a su vez se
da mediante las herramientas
psicolégicas; en general nuestras
acciones, pensamientos, experiencias,
conocimientos, etc. estan culturalmente
mediados. Nuestros comportamientos,
nuestra busqueda de conocimiento,
nuestras herramientas psicoldgicas, el
desarrollo en general esta mediado por
la cultura.

FUNCIONES HERRAMIENTAS FUNCIONES
MENTALES PSICOLOGICAS MENTALES
INFERIORES SUPERIORES

INTERACCION
SOCIAL




EL APRENDIZAJE SIGNIFICATIVO
DE DAVID AUSUBEL

Es bien sabido que la ensefanza
tradicional se ha caracterizado por el
énfasis en el aprendizaje memoristico o
repetitivo, sin tener en cuenta si la
nueva informacion guarda alguna
relacibn con los conocimientos que
posee el alumno; nitampoco se tiene en
cuenta el interés del alumno o el entorno
guelorodea.

David Ausubel considera que el
aprendizaje es significativo solo cuando
el estudiante es capaz de relacionar sus
conocimientos previos con la nueva
informacion que se le presenta, es decir,
sus experiencias constituyen un factor
de importancia.

Reiteradamente nuestros docentes se
encuentran con un cuadro desalentador
cuando van a presentar un nuevo

conocimiento, para el cual se requiere
por parte de los estudiantes de ciertos
prerrequisitos: conceptos y procesos
matematicos previos. Sin embargo estos
prerrequisitos solo los poseen unos
cuantos.

Esto sucede porque el aprendizaje
anterior no fue significativo, es decir el
estudiante no le dio la importancia
necesaria para incorporarlo a su
estructura cognitiva, no era de su interés,
sélo lo aprendi6é para el momento, para
no desaprobar. Sin embargo, los
docentes siempre identificaran algunas
nociones que los estudiantes poseen
relacionadas con el nuevo contenido, se
necesita ser creativos.

Veamos dos formas, entre otras, de
presentar el concepto algebraico de:
“TERMINOS SEMEJANTES”

ENFOQUE A ENFOQUE B

Profesor : Ahora vamos a estudiar
lo que son los términos
semejantes. Anoten.

Profesor : Términos semejantes
son aquellos que tienen la misma
parte literal

ocho
Alumno: ¢;Cémo?, ¢no entiendo?
Profesor : Porejemplo

7X°y®: -12x°y° son semejantes
Alumno: ¢ Y los coeficientes?

Profesor : Pueden ser diferentes

Profesor:
semejantes?...jSemejante es una palabra
conocida por Uds.!

Profesor
Jcuales son semejantes?

semejantes a-8x’y’: ,

¢ Qué entienden por términos

Alumno : Los que se parecen
Profesor : A ver, tengo cinco naranjas(5n),

peras(8p) y siete naranjas(7n), ¢cuales

son semejantes?

Alumno: 5ny7n

. Bien, ahora 2x°, -5y°z, 6x°; 8y,

Alumno:2x’y 6x°

Alumno : Por favor mas ejemplos Profesor : Entonces, ¢qué son términos
profesor ' semejantes?
Profesor :4a’hc’ - 9a’bc’y 12 a’bc” Alumno : Los que tienen la misma parte
' ' literal
Profesor: ¢ Entendieron? Bien. . L
¢ Profesor : A ver, escribe dos términos




Debemos resaltar, de modo particular,
gue para la matematica este tipo de
aprendizaje representa un modo eficaz
de lograr que los conocimientos sean
aprendidos significativamente en base a
las experiencias del alumno, ello implica
que antes de presentar un concepto
matematico nuevo el docente debe
explorar lo que el estudiante conoce
sobre el tema, solo asi determinara si los
conocimientos previos le permitiran
construir con cierta facilidad los nuevos

conocimientos e integrarlos a su
estructura cognitiva.

Teniendo en cuenta los aportes de
Piaget, Vigotsky y Ausubel entre otros a
la pedagogia actual, y haciendo la
salvedad de que ninguno por separado
propone de manera integral el marco
conceptual idéneo para la labor docente,
podemos proponer las siguientes
sugerencias:

e EIl desarrollo y aprendizaje humano es, basicamente, el resultado de un
proceso valitivo de construcciéon y no de una asimilacion mecanica y
pasiva causada por estimulos preestablecidos.

e Reflexionar y decidir sobre qué conocimientos reconstruir y en qué
momento hacerlo es una accién permanente en el proceso de ensefianza-
aprendizaje. Aqui los estadios de J. Piaget son un referente que debemos

tener en cuenta.

e Una persona no siempre tiene un nivel intelectual homogéneo para todos
y cada uno de sus aprendizajes. Lo mas aceptable, actualmente, es
pensar que segun el contenido y la persona, es posible ubicar el desarrollo
de sus diferentes capacidades en diferentes niveles.

e Elaprendizaje en interaccion con los demas es mas enriquecedor para la

persona.

e Todo estudiante tiene saberes previos, quiza no siempre correctos, pero
ya tiene un conocimiento basico. Estos saberes previos seran sus
herramientas para asimilar la nueva informacion.

e El docente debe conectar didacticamente el nuevo conocimiento con los
saberes previos que posee el estudiante y con su utilidad para la vida,
para que el aprendizaje resulte significativo.

e Usarlos medios adecuados para lograr un compromiso del estudiante con
su aprendizaje. Es decir él debe tener una actitud favorable para
aprender, ha de estar motivado para relacionar lo que aprende con lo que

sabe.

e Debemos promover el aprendizaje significativo, es decir, la nueva
informacion se debe relacionar de manera sustantiva y no aleatoria con lo
que él ya sabe, incluyendo sus posibles aplicaciones en la vida, solo asi
sera incorporado a su estructura cognitiva. En caso contrario, estaremos
afirmando un aprendizaje memoristico acumulativo, sin relacién con los
saberes previos.




El aprendizaje significativo consiste en romper el equilibrio inicial de sus
esquemas respecto al nuevo contenido de aprendizaje. Se debe mediar
para que pueda superar el estado de desequilibrio, esto sucede
reestructurando su esquemainicial hasta que vuelva a reequilibrarse.

La Zona de Desarrollo Préximo es la posibilidad de aprender con el apoyo
de los demas, y de no limitar las posibilidades individuales de los
estudiantes.

Ya que el aprendizaje o construccion del conocimiento se da en la
interaccion social, la ensefianza - en la medida de lo posible - debe
situarse en un contexto real y en situaciones significativas.

El aprendizaje es un proceso activo en el que se experimenta, se cometen
erroresy se buscan soluciones.

El estudiante debe ser protagonista de su propio proceso de aprendizaje,
de su propia capacidad de imaginar.

Ademas, podemos precisar que nuestra labor pedagodgica es lograr que los
estudiantes sean capaces de aprender a aprender, de promover aprendizajes
significativos en forma auténoma en una amplia gama de situaciones y
circunstancias. Para ello, debemos presentarles una gran variedad de
estrategias que le resulten Gtiles para hacer frente a diversas situaciones, pero
mas importante aun es ensefarles a que elaboren sus propias estrategias, en
funcidén de sus potencialidades, sus estilos de aprendizaje y sus formas de

actuar.

1.2 LASNEUROCIENCIAS

Con los conocimientos anteriores no se
ha podido entender a plenitud el complejo
proceso del aprendizaje debido,
precisamente, a que es un fenémeno no
sélo bioldgico y psicoldgico, sino también
socialy cultural, en el cual intervienen una
variedad de factores.

Actualmente es una necesidad en la
formacion de los docentes el estudio
sobre el complejo proceso del
aprendizaje, pues solo entendiendo este
proceso se podran disefar las
estrategias y materiales adecuados que
serequieren en laensefianza actual.

La Psicologia, Filosofia, Sociologia,
Biologia y otras ciencias permanen-
temente desarrollan hipotesis,
instrumentos que son el marco sobre el
cual el docente despliega su accion
mediadora.

Ultimamente la Neurociencia nos provee
de resultados, conclusiones,
sugerencias, que a pesar de no ser un
trabajo totalmente concluido - como no lo
es en ninguna ciencia - son de gran
utiidad para la mejora de la labor
docente.




Sperry® y colaboradores confirmaron la
especializacion de los hemisferios
cerebrales. Sus investigaciones
permitieron establecer que la capacidad
de hablar, escribir, leer y razonar con
nameros, es fundamentalmente
ejecutada por el hemisferio izquierdo;
mientras que la habilidad para percibir y
orientarse en el espacio, trabajar con
tareas geométricas, elaborar mapas
conceptuales y rotar mentalmente
formas o figuras, son ejecutadas
predominantemente por el hemisferio
derecho.

Uno de los resultados que los
educadores debemos tener en cuenta,
de los reportes de investigacion en el
area de la Neurociencia, es que la
efectividad del aprendizaje mejora si el
contenido se presenta no so6lo en la
modalidad verbal tradicional (estimulo
del hemisferio izquierdo) sino también
en la modalidad no verbal: grafica,
pictérica u otra, lo cual contribuira a
estimular el hemisferio derecho. Lo
anterior lleva a replantear en las
sesiones de aprendizaje, estrategias
gue estimulen ambos hemisferios,
combinando las técnicas secuenciales,
lineales, con otros enfoques que
permitan a los alumnos hacer uso del
pensamiento visual y espacial.

Por ejemplo, a partir de la figura
sombreada y sabiendo que cada

casillero es un cuadrado de 1cm de lado,
se pide:

* Hallar el perimetro y el area de la
region sombreada.

» Dividir la figura sombreada en dos
partes congruentes, es decir de
medidasy formasiguales.

Se observa que apelamos a la capacidad
visual y numérica del estudiante, es decir
consideramos ambos hemisferios

cerebrales.

cerebro.

Roger Sperry gané el Premio Nobel de Medicina en 1981 por su trabajo sobre el Hemisferio Derecho del




MacLean® presenta un modelo del
cerebro formado por tres elementos
interrelacionados, estos son: el cerebro
reptiliano, el sistema limbico y la
neocorteza; ellos controlan la vida
instintiva, emocional e intelectual,
respectivamente.

La investigacion, mediante este modelo,
refuerzalaidea de que los sentimientos y
el aprendizaje son inseparables. Esto lo
postulé Lev Vigotsky pero desde una
perspectiva psicologica. Entonces, los
docentes deben ser méas sensibles a las
barreras emocionales del aula de clase
que influyen en la calidad del
aprendizaje, debiendo propiciarse un
clima agradable y emocionalmente
calido para una efectiva interaccion
estudiante-docente, y estudiante-
estudiante. Ello contribuye a que se
establezca un nexo afectuoso con el
conocimiento.

Herrmann®, por su parte, ha propuesto el
modelo del cerebro total, formado por
cuatro cuadrantes, que determinan

Holistico
Intuitivo
Integrador
Sintetizador

estilos diferentes de procesamiento de
informacion en los individuos, aun
cuando se admite que el cerebro
funciona como unatotalidad integrada.

Herrmann plantea la arquitectura de su
modelo de cerebro como una coalicion
de cuatro centros cerebrales que operan
en forma integrada y situacional. A
diferencia de como histéricamente se
observaba al cerebro, desde la parte
superior, Herrmann mira al mismo desde
atrds, en corte transversal, y asi
aparecen los cuatro nucleos
especializados, dos corticales y dos
limbicos.

Cada nucleo esta asociado con un estilo
particular de percibir al mundo, pensar,
crear y aprender. La integracion que se
logre de la coalicion de los diferentes
centros y el proceso interactivo de
informacién cruzada entre ellos,
determina el potencial individual de
operacion cerebral.

Por otro lado Caine y Caine’ y sus
colaboradores llegaron a establecer
algunos principios de aprendizaje del
cerebro, que no tienen un caracter
absoluto o culminado, pero representan
un avance significativo que los docentes
debemos tener en cuenta, los cuales
pasamos a mencionar:

Principio 1. El cerebro es un complejo
sistema adaptativo; tal vez una de las
caracteristicas mas poderosas del
cerebro es su capacidad para funcionar
en muchos niveles y de muchas
maneras simultdneamente.
Pensamientos, emociones, imaginacion,
predisposiciones y fisiologia operan
concurrente e interactivamente en la
medida en que todo el sistema interactia
e intercambia informacion con su
entorno.

° Paul MacLean, exdirector del Laboratorio del Comportamiento y la Evolucion del Cerebro del Instituto

Nacional de Salud Mental de Betheda.

“Herrmann, N. 1989. The creative brain. Lake Lure. North Caroline: The Ned Herrmann Group.

° Caine, R.N. y G. Caine (1997). Education on the Edge of Possibility. Alexandria, VA: ASCD.




Principio 2. El cerebro es un cerebro
social; a lo largo de nuestra vida,
nuestros cerebros cambian en respuesta
a su compromiso con los demas, de tal
modo que los individuos pueden ser
siempre vistos como partes integrales de
sistemas sociales mas grandes. En
realidad, parte de nuestra identidad
depende del establecimiento de una
comunidad y de encontrar las maneras
para pertenecer a ella. Por lo tanto, el
aprendizaje esta profundamente influido
por la naturaleza de las relaciones
sociales.

Principio 3. Cada cerebro
simultdneamente percibe y crea
partes y todos; si bien la distincion entre
"cerebro izquierdo y cerebro derecho" es
real, no expresa todo lo que es el
cerebro. En una persona sana, ambos
hemisferios interactian en cada
actividad. La doctrina del "cerebro dual”
es util porque nos recuerda que el
cerebro reduce la informacion en partes
y percibe la totalidad al mismo tiempo. La
buena capacitacion y educacion
reconocen esto, por ejemplo,
introduciendo proyectos e ideas
naturalmente "globales" desde un primer
momento.

Principio 4. El aprendizaje implica
tanto una atenciéon focalizada como
una percepcién periférica; el cerebro
absorbe informacion de lo que esta
directamente consciente, y también de lo
gue esta mas alla del foco inmediato de
atencion. De hecho, responde a un
contexto sensorial ma&s grande que
aquel en que ocurre la enseflanza y la
comunicacion. "Las sefales periféricas”
son extremadamente potentes. Incluso
las sefiales inconscientes que revelan
nuestras actitudes y creencias interiores

tienen un poderoso efecto en los
estudiantes. Los educadores, por lo
tanto, pueden y deben prestar una gran
atencion a todas las facetas del entorno
educacional.

Principio 5. El aprendizaje siempre
implica procesos conscientes e
inconscientes; si bien un aspecto de la
conciencia es consciente, mucho de
nuestro aprendizaje es inconsciente.
Puede, por tanto, ocurrir que parte de la
comprension no se dé durante la clase,
sino horas, semanas 0 meses mas tarde.
Los educadores deben organizar lo que
hacen para facilitar ese subsiguiente
procesamiento inconsciente de la
experiencia por parte de los estudiantes.
Para ello hay que disefar
apropiadamente el contexto,
incorporando la reflexion y actividades
metacognitivas, y proporcionando los
medios para ayudar a los estudiantes a
explayar creativamente ideas,
habilidades y experiencias.

Principio 6. Tenemos al menos dos
maneras de organizar la memoria;
tenemos un conjunto de sistemas para
recordar informacion relativamente no
relacionada (sistemas taxondmicos).
Esos sistemas son motivados por
premios y castigos, y también tenemos
una memoria espacial/autobiogréafica
gue no necesita ensayo y permite por
"momentos” el recuerdo de
experiencias. Este es el sistema que
registra, por ejemplo, los detalles de la
fiesta de cumpleafios. Esta siempre
comprometido, es inagotable y lo motiva
la novedad. Asi, pues, estamos
biologicamente implementados con la
capacidad de registrar experiencias
completas. El aprendizaje significativo
ocurre a través de una combinacion de
ambos enfoques de memoria.




Principio 7. El aprendizaje es un
proceso de desarrollo; dicho proceso
ocurre de muchas maneras. En parte, el
cerebro es moldeado por las
experiencias de la persona. En parte,
hay predeterminadas secuencias de
desarrollo en el nifio, incluyendo las
ventanas de oportunidad (oportunidad
de aprender un concepto a una edad
determinada) para asentar la estructura
basica necesaria para un posterior
aprendizaje. Tales oportunidades
explican por qué las lenguas nuevas,
como también las artes, deben ser
introducidas a los nifios muy temprano
en la vida. Y, finalmente, en muchos
aspectos, no hay limite para el
crecimiento ni para las capacidades de
los seres humanos de aprender mas.
Las neuronas contintan siendo capaces
de hacer y reforzar nuevas conexiones a
lolargo de todala vida.

Principio 8. El aprendizaje complejo
se incrementa por el desafio y se
inhibe por la amenaza; el cerebro
aprende de manera Optima, hace el
méximo de conexiones cuando es
desafiado apropiadamente en un
entorno que estimula el asumir riesgos.
Sin embargo, se contrae ante una
amenaza percibida. Se hace entonces
menos flexible y revierte a actitudes y
procedimientos primitivos. Es por eso
gque debemos crear y mantener una
atmoésfera de alerta relajada, lo que
implica baja amenaza y alto desafio. La
baja amenaza no es, sin embargo,
sinbnimo de simplemente "sentirse
bien". El elemento esencial de una
amenaza percibida es un sentimiento de
desamparo o fatiga. La tension y
ansiedad originales son inevitables y
deben esperarse en un aprendizaje

genuino. Esto se debe a que el genuino
aprendizaje implica cambios que llevan a
unareorganizacion del ser.

Principio 9. Cada cerebro esta
organizado de manera Unica; todos
tenemos el mismo conjunto de sistemas
y, sin embargo, todos somos diferentes.
Algunas de estas diferencias son una
consecuencia de nuestra herencia
genética. Otras, son consecuencia de
experiencias diferentes y entornos
diferentes. Las diferencias se expresan
en términos de estilos de aprendizaje,
diferentes talentos e inteligencias, etc.
Un importante corolario es apreciar que
los alumnos son diferentes y que
necesitan elegir, mientras estan
expuestos a una variedad de estimulos o
informaciones. Las inteligencias
multiples y vastos rangos de diversidad
son, por lo tanto, caracteristicas de lo
gue significa ser humano.

Por su parte Eric Jensen’ al referirse a la
influencia del entorno, plantea que para
enriquecer el cerebro se debe entender
el aprendizaje como un reto, es decir
novedoso y desafiante, y a su vez se
requiere de una retroalimentacion
interactiva o feedback.

Una de las formas de enriquecer el
entorno es mediante la resolucion de
problemas, lo cual favorece la creacion
de nuevas conexiones dendriticas. Los
hemisferios cerebrales estan
preparados para abstracciones
complejas entre los 11 y 13 afos. El
desarrollo neuronal no se produce por la
solucion en si, sino por el proceso que
involucra la resolucion de problemas
interesantes.

® Autor del libro “Cerebro y aprendizaje”; Capitulo 4: Entornos enriquecidos y el cerebro




E. Jensen sugiere variar las estrategias de ensefanza frecuentemente, por ejemplo el
uso de rompecabezas, juego de palabras, acertijos, crucigramas matematicos son
excelentes para el cerebro; también practicar juegos l6gicos de computadora, trabajos
grupales, realizar excursiones, elaborar revistas, realizar proyectos con estudiantes de
diferentes edades. La figura adjuntailustra esta propuesta:
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~ -~ ¢ Especifica
e Multimodal

Desafios
¢ Resolucion de
problemas
e Pensamiento critico
¢ Proyectos relevantes
¢ Actividades complejas

De lo expuesto, se derivan dos
conclusiones:

1.

La Neurociencia constituye un nuevo

paradigma que permite analizar y
explicar el comportamiento humano
inteligente, desde tres perspectivas
tedricas diferentes, pero que, al
mismo tiempo, son comple-
mentarias.

La caracteristica mas destacada en
cada uno de los modelos
presentados es la holicidad. Esta
condicién se expresa en el
mecanismo de funcionamiento del
cerebro en el cual se relacionan las
partes con el todo; es decir, existen
hemisferios, areas o cuadrantes que
cumplen funciones especificas, que

Retroalimentacion

e Oportuna
¢ Controlada por el
alumno

caracterizan el comportamiento
humano, pero este, a su vez,
requiere de todo el cerebro, para
operar de manera optima.

Los hallazgos de la Neurociencia
tienen implicaciones para la teoria y
la practica educativa. En el primer
caso, al ofrecer explicaciones
novedosas que permiten profundizar
en las condiciones bajo las cuales el
aprendizaje puede ser mas efectivo.
Desde el punto de vista de la practica
educativa, porque permite
fundamentar el disefio de estrategias
metodolégicas no convencionales
dirigidas a atender las diferentes
dimensiones asi como el desarrollo
de la creatividad.




1.3 LAS INTELIGENCIAS MULTIPLES

Durante muchos afios se penso que una
persona era inteligente si tenia
habilidades numéricas y verbales. Lo
gue no significa necesariamente ser
inteligente en las areas de Matemética y
Comunicacion, respectivamente; pues,
por ejemplo la matematica en ese
entonces se presentaba como un
conjunto de algoritmos o de axiomas y
deducciones adquiridas en  forma
memoristica. Actualmente sabemos que
las personas exitosas en muchos casos
no necesariamente han destacado en
estas areas (Matematica y Comuni-
cacion), pero si saben, por ejemplo,
controlar sus emociones, son asertivos;
otros usan maravillosamente su cuerpo
en la danza o el deporte; otros destacan
en la pintura; en su capacidad para dirigir
personas, en su buena orientacion
espacial, etc. Es decir estamos frente a
una diversidad de inteligencias o una
inteligencia que se expresa de diversas
formas y ademas con diferente
intensidad, dependiendo del individuo.

Estos hechos objetivos llevaron a
Howard Gardner ', en 1984, a plantear
su propuesta de las inteligencias
multiples, que brevemente describire-
mMos a continuacion:

Inteligencia linguistica: es la
capacidad involucrada en la lectura y
escritura, asi como en el escuchar y
hablar. Comprende la sensibilidad para
los sonidos y las palabras con sus
matices de significado, su ritmo y sus
pausas. Estd relacionada con el
potencial para estimular y persuadir por
medio de la palabra. Corresponde a la
inteligencia que puede tener un filésofo,

un escritor, un poeta o un orador.

Inteligencia l6égico-matematica: es la
capacidad relacionada con el
razonamiento abstracto, la computacion
numeérica, la derivacion de evidencias y
la resolucion de problemas lbgicos.
Corresponde a la inteligencia que
podemos encontrar en un matematico,
unfisico, uningeniero o un economista.

Inteligencia espacial: es la capacidad
utilizada para enfrentar problemas de
desplazamiento y orientacion en el
espacio, reconocer situaciones,
escenarios 0 rostros. Permite crear
modelos del entorno visual espacial y
efectuar transformaciones a partir de él,
aun en ausencia de los estimulos
concretos. Podemos encontrar esta
inteligencia en un navegante, un
arquitecto, un piloto o un escultor.

Inteligencia corporal y cinestésica: es
la capacidad para utilizar el propio
cuerpo, ya sea total o parcialmente, en la
solucion de problemas o en la
interpretacion. Implica controlar los
movimientos corporales, manipular
objetos y lograr efectos en el ambiente.
Comprende la inteligencia propia de un
artesano, un atleta, un mimo o un
cirujano.

Inteligencia musical: es la capacidad
para producir y apreciar el tono, ritmo y
timbre de la musica. Se expresa en el
canto, la ejecucion de un instrumento, la
composicion, la direccion orquestal o la
apreciacién musical. Por cierto,
podemos pensar en compositores,
intérpretes o directores.

"Howard Gardner, psicologo de la Universidad de Harvard. En la actualidad tiene gran

reconocimiento académico por su obra dedicada a la inteligencia y la creatividad humana. Sus
contribuciones conceptuales y tedricas, con sus derivaciones en el terreno de la practica, lo convierten
en un autor de gran impacto en el mundo de la educacion.




Inteligencia interpersonal: es la
capacidad para entender a los demas y
actuar en situaciones sociales, para
percibir y discriminar emociones,
motivaciones o intenciones. Estéa
estrechamente asociada a los
fendmenos interpersonales como la
organizacion y el liderazgo. Esta
inteligencia puede estar representada en
un politico, un profesor, un lider religioso
o unvendedor.

Inteligencia intrapersonal: es la
capacidad para comprenderse a si
mismo, reconocer los estados de animo
personales, las propias emociones,
tener claridad sobre las razones que
llevan a reaccionar de un modo u otro, y
comportarse de una manera que resulte
adecuada a las necesidades, metas y
habilidades personales. Permite el
acceso al mundo interior para luego
poder aprovechar y a la vez orientar la
experiencia. En general, esta
inteligencia puede estar bien
representada en cualquier persona
adultay madura.

A estas dos ultimas inteligencias se las
conoce también como “inteligencia
emocional”.

La mayoria de las personas pueden
desarrollar todas estas inteligencias
hasta cierto nivel. Que las inteligencias
se desarrollen o no depende, segun
Gardner, de tres factores principales:

e Dotacion bioldgica; incluyendo los
factores genéticos o hereditarios y los
dafos o heridas que el cerebro haya
podido recibir antes, durante o
después del nacimiento.

* Historia de vida personal;
incluyendo las experiencias con los
padres, docentes, pares, amigos u
otras personas que ayudan a
desarrollar las inteligencias o las

mantienen en un nivel de desarrollo
incipiente.

* Antecedente cultural e historico;
incluyendo la época y el lugar donde
uno nacio y se crid, y la naturaleza y
estado de los desarrollos culturales o
histéricos en diferentes dominios.

Existen muchas formas de ser inteligente
dentro de cada categoria. Una persona
puede tener limitaciones en una cancha de
futbol y sin embargo poseer una habilidad
asombrosa para tejer una chompa, lo que
demostraria un gran desarrollo de la
inteligencia corporal y cinestésica. Gardner
reconoce que su modelo es tentativo.
Actualmente se reconoce la existencia de
otras inteligencias, como la ecolégica 6
ambiental lainteligencia moral o la pictorica.

De lo expuesto, se debe tener presente que:

e Todos poseemos estas inteligencias, en
mayor o menor medida.

e Ninguna es superior a otra, todas son
importantes. Triunfar en los negocios, o
en los deportes, requiere ser inteligente,
pero en cada campo utilizamos un tipo
de inteligencia distinto que no es mejor
ni peor. Albert Einstein no es mas
inteligente que Michael Jordan, pues
sus inteligencias pertenecen a campos
diferentes.

e Hay otras formas de inteligencias que no
conocemos.

e Ninguna inteligencia actia en forma
aislada.

e Hay muchas maneras de ser
inteligentes dentro de cada categoria.

e No se puede trazar fronteras rigidas
entre ellas, como conjuntos disjuntos.

e No debemos desarrollar en forma
exclusivasélounade ellas.

e Debemos propiciar las manifestaciones
de todas estas formas de inteligencia en
nuestros estudiantes.




Por otro lado, debemos conocer y seguir investigando sobre la inteligencia Logico-
Matematica, pero a su vez cOmo ésta se relaciona y actia con las demas, pues no se
trata de desarrollar en forma exclusiva una sola forma de inteligencia, sino hacerlo de
manera integral a través de la matematica. Desarrollar una sola inteligencia seria algo
asi como desarollar un solo masculo del cuerpo, imaginese cOmo se veria la persona.
En la figura adjunta, se ilustra cdmo a través de una actividad se desarrollan las
distintas inteligencias, segun el estilo de aprendizaje de los estudiantes:

Yo puedo leer el enunciado
del problema acerca del
dominé de 6 puntos.

Yo puedo deducir todas
las ecuaciones que
podemaos escribir con
fichas de 6 Y

Hay 6 pétalos con una flor y
yo puedo encontrar una rama
que tenga
6 hojas

¢Qué conjunto de Yo puedo construir una
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combinaciones cuyo
resultado es 6.

Yo puedo ayudar a encontrar Corporal

mas juegos de dominé que /
podamos jugar juntos.

Yo puedo componer una cancion
sobre las combinaciones que
encontremos usando la misica
de “Tres ratones ciegos”.

Yo puedo hablar acerca de
mi experiencia en agregar
mas fichas en el juego de
doble nueve.
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1.4 DESARROLLO DE CAPACIDADES Y ACTITUDES

1.41 CAPACIDADES FUNDAMENTALES

Todas las personas desde que nacemos
venimos con un bagaje de habilidades
innatas y personales; es decir, cada uno
es diferente y posee diversas
habilidades, cada una de ellas en mayor
o0 menor grado. Estamos hablando de las
capacidades de lapersona, y estasvan a
evolucionar o se van a estancar en el
transcurso de su vida, dependiendo de
su interaccion con el entorno socio-
cultural.

La sociedad actual esta caracterizada
por la abundante informacion. El
desarrollo de la tecnologia y las
comunicaciones, demanda de personas
que posean capacidades y habilidades
para actuar en estas condiciones,
adaptarse y tener éxito. Ya no sera
necesario esforzarse en acumular

ENFOQUE POR CONTENIDOS

geometria...uf!!!

¢,Cuando acaba esta
clase? Tendré que

acumular las férmulas

de aritmética,algebra,

informacién, como se entendia la
ensefianza tradicional, sino en procesar
esta informacion de forma critica, ser
creativos, tomar decisiones frente a
situaciones que se presenten y resolver
problemas.

A la Institucion Educativa le corresponde
facilitar el desarrollo de estas
capacidades, respetando los estilos de
aprendizaje y posibilidades de cada
estudiante. No se trata de que todos
alcancen por igual el nivel esperado de
los aprendizajes, sino de permitirles
desarrollar sus capacidades, segun sus
caracteristicas personales. Asi mismo,
respetar sus elecciones e intereses y
mediar para que tengan las condiciones
de perfeccionarse.

ENFOQUE POR CAPACIDADES

Tengo interés en
aprender a aprender

Se trata de desarrollar en nuestros alumnos: el pensamiento creativo, el pensamiento
critico, la resolucion de problemas y la toma de decisiones. Al respecto, la Matematica
constituye una herramienta muy poderosa, por la gama de recursos y los procesos
mentales que implica el aprendizaje de esta ciencia.




1.4.1.1 PENSAMIENTO CREATIVO.

Segun el D.C.N., es la capacidad de
proponer formas originales de actuacion,
superando las rutas conocidas o los
canones preestablecidos. En la Guia
para el Desarrollo de Capacidades
(GDC-2004) se define como el
procedimiento relativamente auténomo
de una persona que actua en y sobre su
medio ambiente, y que desemboca y
concluye en un resultado o producto
personalizado.

Se entiende que este tipo de
pensamiento es personal, para el cual se
requiere transitar por otros caminos no
estandarizados, no se ajusta a un
esquema rigido de accioén. En la GDC-
2004 se describen las caracteristicas de
esta capacidad:

» Ladivergencia.

* Lafluidez.

 Flexibilidad.

» Laoriginalidad.

» Laprofundidad de pensamiento.

1.4.1.2 PENSAMIENTO CRITICO.

Segun el D.C.N., es la capacidad para
actuar y conducirse en forma reflexiva,
elaborando conclusiones propias y en
forma argumentativa. Segun la GDC-
2004, este pensamiento puede realizarse
de diversas formas, tales como:

» Confirmacion de conclusiones con
hechos.

* |dentificacion de tendencias, indicios,
estereotiposy prototipos.

e Identificacion de supuestos
implicitos.

» Reconocimiento sobre generaliza-
cionesy subgeneralizaciones.

* Identificacion de informacion
relevante e irrelevante.

Lo anterior implica desarrollar el andlisis
de la informacién recibida para formar su

propio concepto. Se considera que las
personas que han desarrollado este tipo
de pensamiento tienen las siguientes
caracteristicas: mente abierta, coraje
intelectual, agudeza perceptiva,
autorregulacién, cuestionamiento
permanente, control emotivo y valora-
cionjusta.

Se trata entonces de formar personas
reflexivas, capaces de procesar y
cuestionar constructivamente la ingente
informacion a la que es sometida para,
de esta manera, constituirse en un
consumidor inteligente de sendas
informaciones.

Los docentes si no poseemos estas
cualidades, podemos aprenderlas y ello
se logra con la préactica, con la
experiencia; nuestras actuaciones frente
a diversas situaciones deben ser
evaluadas por nosotros mismos para ir
superando nuestras deficiencias.

A continuacion analizaremos dos
nociones, muy frecuentes en nuestra
labor docente, que nos permiten
ejemplificar la aplicacion de nuestro
pensamiento criticoy creativo.

a) Sucesiones numericas

Este concepto es muy conveniente para
el desarrollo de capacidades especificas
como por ejemplo buscar patrones,
establecer relaciones, etc. Y lo mas
importante permite reforzar en los
estudiantes dos ideas: por un lado que
para resolver un problema se puede
elegir mas de un camino y llegar a la
misma respuesta(l); y por otro lado, que
se puede obtener dos 0 mas respuestas
(2) para resolver un problema. Veamos
dichos aspectos.

(1)¢,Cuél es el numero que sigue en la
sucesion: 3 ; 7; 15; 31; ?




EstrategiaA EstrategiaB

3 :7 :15 : 31 : 63 f;z;15;31;63
\j \j \j \j 2 3 4 5¢ 6‘
4 8 16 32 2-1 2-1 21 21 2-1

iHemos utilizado diferentes estrategias y obtenido la misma solucién!

(2)¢,Cualeselnumeroque sigueenlasucesion: 5; 8 ; 13 ; 21 ; 34 ; 55 ; ?

Veamos un método que generalmente se ensefia: reiterar diferencias hasta encontrar
unaregularidad:

EstrategiaA EstrategiaB
5:8:13;:21:34 ;55 : 88 5 :8 :13 ;: 21 :34:55 ;: 89
N N N AN N N —

3 5 8 13 21 33
N NP . AN A
2 3 5 8 12
AP AN AN AN
1 2 3 4

¢, Qué decision debe tomar el docente?, ¢cual es la respuesta correcta? Es
conveniente que situaciones como esta se den durante las sesiones de aprendizaje.
Resulta oportuno que el mismo alumno exponga su estrategia o metodo de solucion,
que justifique su planteamiento. Debemos promover la creacion de este tipo de
situaciones, pues no so6lo se desarrollan las habilidades cognitivas de los estudiantes,
sino también se refuerzala perseverancia, confianzay autoestima de los alumnos.

b) Analogias numéricas

Este tipo de secuencia numérica no tendria nada de novedoso, si nos quedamos en la
mera transmision de esquemas. Adquiere importancia si lo analizamos desde un
punto de vista critico y creativo. La utilidad de esta actividad es que nos permite
desarrollar habilidades operativas: busqueda de regularidades; identificar relaciones
l6gicas.

Ejemplo 1: nos piden completar el nimero que falta en la tercera figura:

N e e
6 (&) (s (s) (4 ©

RESOLUCION

Estrategia A

6X3 + 4X6 =42 8x3 + 6x6 = 60 4X3 + 7x6 = 54




Estrategia B
4+6+4x8=42 4 +8+6x8=60 4+ 4+ 7x8 =64

Estrategia C
6X5 +4x4 - 4= 42 8x5 + 6x4 - 4=60 AX5+ 7x4 - 4=44

Estrategia D
6X2 + 4X7 - 2= 42 8X2 + 6x7 - 2= 60 4x2 + 7x7- 2=59

¢, Cual es la respuesta correcta?, ¢ habra otras respuestas?...Todas son validas, pues
verifican los dos primeros modelos. Es importante promover la basqueda de mas
soluciones y mejor aun si los estudiantes proponen sus propios ejercicios. Lo que si
debe evitarse es el empleo de ARTIFICIOS matematicos.

Ejemplo 2: ¢, Qué numero debe escribirse en la segunda figura?

A. 23

B. 24

C. 18
28

D. 22

E. 23,5

Hay muchas opciones: 5+9+2(7)=28 = 4+7+2(6)=23
5+7+9 +7=28 = 4+6+7 +7=24
(9 - 5)x7 =28 =  (7-4)x6 =18
5+7+2(9)-2 =28 = 4+6+27)-2 =22
7x3 + (9+5):2 = 28 =  6x3+(7+4):2 =235

Incluso podemos hallar una relacion que genera infinitas soluciones enteras:

(5+9)k + 7(4- 2k) =28 = (4+7)k +6(4-2k) =24 -k

Asi tenemos:
K 80| - 1-41]-3]|-2 110 1 2 3 4 140
Solucion|104 | .- | 28 | 27 | 26 | 25 |24 |23 | 22 |21 |20 | --- | -116

Debemos tener mucho cuidado al proponer este tipo de ejercicios, pues existen
“infinitas respuestas”, ya que s6lo hay un modelo a tener en cuenta y no es suficiente
para determinar una regularidad; se requeriria al menos de dos modelos. Entonces
debemos ser criticos y presentar actividades matematicamente justificables, las cuales
van a ser de utilidad para el desarrollo del pensamiento.




1.4.1.3 SOLUCION DE PROBLEMAS.

Nos referimos a la capacidad para
encontrar respuestas, alternativas
pertinentes y oportunas ante situaciones
dificiles o de conflicto. El desarrollo de
esta capacidad implica el desarrollo de
muchas otras subyacentes a ella, como
son la comprension lectora, el analisis e
interpretacion de textos, establecer
relaciones entre los elementos
involucrados en la situacion
problematica, la modelizacion, distinguir
la informacion relevante de los datos no
relevantes, elaborar estrategias, aplicar
algoritmos y otras de capital importancia
en el desarrollo del pensamiento.

La GDC-2004 considera como
caracteristicas del pensamiento
resolutivo, las siguientes:

Una multidireccionalidad de la

transferencia.

« Se encuentra estrictamente
contextualizado.

» Esde orientacion divergente.

Implica la capacidad metacognitiva.

Plasmaremos estas caracteristicas en
una situacion problematica real:

El alumbrado publico. El consejo
municipal de un distrito ha decidido
poner un reflector en un pequefo parque
triangular de manera que este ilumine
todo el parque; ¢ dénde deberia ubicarse
el reflector?

Se parte de un problema del mundo real,
esta contextualizado. Hay que
establecer la ubicacion éptima para un

reflector en un parque.

Se formula el problema en términos de conceptos matematicos; el
parque se puede representar como un triangulo, y la iluminaciéon como
un circulo con el reflector en el centro. Se nos plantea ubicar el centro
de un circulo que circunscriba el triangulo.

Se resuelve el problema matematico desarrollando nuestro
pensamiento, puede ser convergente o divergente; y basandose en el
hecho de que el centro de un circulo que circunscribe un triangulo esta
en el punto de interseccion de las mediatrices de los lados del
triangulo, se construyen dos mediatrices a partir de dos de los lados del
triangulo. El punto de interseccién de las mediatrices es el centro del
circulo.

Podemos desarrollar nuestra capacidad metacognitiva: reflexionar
sobre la solucion, habra otra forma de resolver la situacion
problematica. Reconocer, por ejemplo, que si una de las tres esquinas
del parque fuera un angulo obtuso, esta solucién no funcionaria, pues
el reflector quedaria en la parte exterior del parque.

Reconocer que la localizacion y tamafio de los arboles del parque son
otros factores que afectan la utilidad de la solucion matematica. Cual
seria la estrategia si el parque tuviese otra forma geométrica, de
trapecio por ejemplo, es decir, se trata de transferir a otros casos de la
vidareal.

N




1.4.1.4 TOMA DE DECISIONES.

Segun el DCN es la capacidad para
optar, entre varias alternativas, por la
mas coherente, conveniente y oportuna,
discriminando los riesgos e implicancias
de dicha eleccion. Siempre tomamos
decisiones, dirdn muchas personas,
pero debemos aprender a ponderar los
beneficios o riesgos de nuestra decision,
desarrollar nuestro juicio de valor
respecto de la importancia de las
variables involucradas en la situacion.
Asi como también, asumir
responsablemente la decision adoptada.

La GDC-2004 considera como
caracteristicas del pensamiento
ejecutivo o toma de decisiones, las
siguientes:

» Esproactiva.

« Estd orientada hacia el
objetivos o metas.

» Implica una complementariedad entre
las capacidades analitico-sintética e
hipotético-deductiva.

» Lareversibilidad de las decisiones.

logro de

142 EL DOCENTE Y LAS
ACTITUDES

Segun el DCN, las actitudes son formas
de actuar, demostraciones del sentir, del
pensar. Responden a intereses Yy
motivaciones. Las actitudes tienen
elementos cognitivos, afectivos y
conductuales, y se trabajan
transversalmente en todas las areas y
espacios.

En un informe que publicé el LLECE®, en
el Primer Estudio Internacional
Comparativo (UNESCO 2000), al

® LLECE: Laboratorio Latinoamericano de Evaluacion de la Calidad Educativa

referirse a los factores asociados a los
resultados, determiné que el "Clima del
Aula” es la variable individual que
demostré el mayor efecto positivo sobre
un mejor rendimiento en Lenguaje y en
Matemética.

En mas de una ocasion hemos tenido la
oportunidad de escuchar la expresion:
nadie da lo que no tiene. Es decir, si el
profesor no refleja en su actuar que esta
convencido de lo que afirma, si no se le
ve satisfecho con lo que hace, si no
muestra naturalidad en su trato, si
transmite que su trabajo se reduce a
soportar las “deficiencias” e inadecuadas
actitudes de sus alumnos, entonces esto
constituye una desventaja para el
liderazgo del profesor. Los alumnos al
percibir este cuadro actuaran de manera
displicente, sin motivacion.

Por otro lado, hay que tener en cuenta
gue los alumnos tienen sus propios
intereses, necesitan una persona con la
gue puedan compartir situaciones que
los ayuden a sentirse mejor, que los
orienten en su proyecto de vida.

En consecuencia el docente debe
constituirse en un factor principal de
motivacioén. El aprendizaje se inicia con la
aceptacion, por parte de los alumnos, de
la propuesta y caracteristicas personales
del docente, de quien esperan un modelo
aimitar, un lider a seguir.

El docente debe utilizar las estrategias y
recursos metodolégicos adecuados con
los estudiantes para que desarrollen sus
capacidades y actitudes en un contexto
favorable. Asu vez, el alumno debe estar
convencido de que estd en juego su
formacion profesional a futuro, lo que
haga en el dia a dia tendra sus
implicancias més adelante.




PENSAMIENTO MATEMATICO

Es un factor de interés pedagdgico la
concepcion que tenga el docente de la
matematica y de la ensefianza de esta
ciencia, pues gran parte de su trabajo
pedagdgico estara influido por las ideas
gue posea al respecto. Es decir, si para el
docente la matematica es una creacion
del hombre o existe fuera de la mente
humana; si es exacta e infalible o si es
falible, corregible; evolutiva o estatica,
como las demas ciencias o no. A
continuacion presentamos algunas de
las concepciones que se tienen de la
naturaleza de esta ciencia.

2.1 CONCEPCIONES SOBRE LA
NATURALEZA DE LA
MATEMATICA

El Platonismo

Esta concepcién considera la
matematica como un sistema de
verdades que ha existido desde siempre,
inmutable e independiente del hombre.
La tarea del matematico es descubrir
esas verdades matematicas. Por
ejemplo, si construimos un triangulo
rectangulo de catetos a, b y de
hipotenusa c, entonces irremedia-
blemente encontraremos que larelaciéon

¢’ = a’ + b’ es verdadadera

a

°Elresultado mas revolucionario de la Logica del siglo XX, por el que es especialmente famoso,
es elteoremade incompletitud, publicado en 1931.

Para el platonismo las figuras
geométricas, las operaciones y las
relaciones aritméticas tienen
propiedades que descubrimos sélo a
costa de un gran esfuerzo; ademas,
tienen otras propiedades que ni siquiera
sospechamos, nos resultan de alguna
manera misteriosas, ya que la
matematica trasciende la mente
humana, y existe fuera de ella
independiente de nuestra actividad
creadora.

El Logicismo

Esta corriente de pensamiento considera
gue la matematica es una rama de la
Légica, con vida propia, pero con el
mismo origeny método, y que es parte de
una disciplina universal que regiria todas
las formas de argumentacion. Propone
definir los conceptos matemaéaticos
mediante términos logicos, y reducir los
teoremas de la matematica, mediante el
empleo de deducciones logicas.

Una afirmacion tipica de esta escuela es
gue “La Logica matematica es una
ciencia que es anterior a las demas, y
que contiene las ideas y los principios en
gque se basan todas las ciencias”,
atribuida a Kurt Godel’ (1906) y que
coincide, en gran medida, con el
pensamiento aristotélico y con el de la
escolastica medieval. Esta corriente
plantea la existencia de dos Légicas que
se excluyen mutuamente: la deductiva y
la inductiva. La deductiva busca la

CAPITULO 2



coherencia de las ideas entre si; parte de
premisas generales para llegar a
conclusiones especificas. La inductiva
procura la coherencia de las ideas con el
mundo real; parte de observaciones
especificas para llegar a conclusiones
generales, siempre provisorias, las
cuales va refinando a través de la
exploraciony de experiencias empiricas.

El Formalismo

Esta corriente plantea que la Matematica es
una creacion de la mente humana y
considera que consiste solamente en
axiomas, definiciones y teoremas como
expresiones formales que se ensamblan a
partir de simbolos, que son manipulados o
combinados de acuerdo con ciertas reglas o
convenios preestablecidos. Para el
formalista la Mateméatica comienza con la
inscripcion de simbolos en el papel; la
verdad de la Matemética formalista radica en
la mente humana pero no en las
construcciones que ella realiza
internamente, sino en la coherencia con las
reglas del juego simbélico respectivo. En la
actividad matematica, una vez fijados los
términos iniciales y sus relaciones basicas,
ya no se admite nada impreciso u oscuro;
todo tiene que ser perfecto y bien definido.
Las demostraciones tienen que ser
rigurosas, basadas Unicamente en las reglas
del juego deductivo respectivo e
independiente de las imagenes que
asociemos conlos términosy las relaciones.

El Intuicionismo

Considera la matematica como el fruto de la
elaboracion que hace la mente a partir de lo
que percibe a través de los sentidos y
también como el estudio de las
construcciones mentales cuyo origen o
comienzo puede identificarse con la
construccién de los nUmeros naturales.

El principio basico del Intuicionismo es que
la Matematica se puede construir; se parte
de lo intuitivamente dado, de lo finito, y que
sb6lo existe lo que en ella haya sido
construido mentalmente con ayuda de la
intuicion.

El Constructivismo

Con las ideas constructivistas van muy bien
algunos planteamientos de Georg Cantor
(1845-1918): “La esencia de las
matematicas es su libertad. Libertad para
construir, libertad para hacer hipoétesis”. El
constructivismo matematico es muy
coherente con la pedagogia activa y se
apoya en la psicologia genética; se interesa
por las condiciones en las cuales la mente
realiza la construcciéon de los conceptos
matematicos, por la forma como los organiza
en estructuras y por la aplicacion que les da;
todo ello tiene consecuencias inmediatas en
el papel que juega el estudiante en la
generacion y desarrollo de sus
conocimientos. No basta con que el maestro
haya hecho las construcciones mentales;
cada estudiante necesita a su vez
realizarlas; en eso nada ni nadie lo puede
reemplazar.

Elinterés para el educador en conocer estos
enfoques referidos a la Matemética tiene
como obijetivo invitar a la reflexion sobre
nuestra practica pedagogica y reconocer
gue muchos de nosotros actuamos en
coherencia con algunos de estos, sin ser
conscientes de ello. Y nos corresponde
decidir si lo continuaremos haciendo, ala luz
de la concepcién actual que se tiene de esta
ciencia.

Vision actual del conocimiento
matematico en laescuela

En los ultimos afios, los nuevos
planteamientos de la filosofia de la
Matematica, el desarrollo de la educacion
matematica y los estudios sobre psicologia y
sociologia del conocimiento, entre otros
factores, han originado cambios profundos
en las concepciones acerca de la
matematica escolar. Ha sido importante en
este cambio de concepcion, el reconocer
gue el conocimiento matematico, asi como
todas las formas de conocimiento,
representan las experiencias de personas
que interactian en entornos, culturas y
periodos histdricos particulares y que,
ademas, es en el sistema escolar donde
tiene lugar gran parte de la formacion
matematica de las nuevas generaciones.




El conocimiento matematico en la escuela
es considerado hoy como una actividad
social que debe tener en cuentalos intereses
y la afectividad del nifio y del joven. Como
toda tarea social debe ofrecer respuestas a
una multiplicidad de opciones e intereses
gque permanentemente surgen y se
entrecruzan en el mundo actual. Su valor
principal esta en que organizay da sentido a
una serie de practicas, a cuyo dominio hay
que dedicar esfuerzo individual y colectivo.
La tarea del educador matemético conlleva
entonces una gran responsabilidad, puesto
gue la Matematica es una herramienta inte-
lectual potente, cuyo dominio proporciona
privilegios y ventajas intelectuales.

Estas reflexiones han dado lugar a que la
comunidad de educadores matematicos
haya elaborado y plasmado una nueva
vision de la Matematica escolar basadaen:

e Aceptar que el conocimiento matematico
es resultado de una evolucién histoérica,
de un proceso cultural, cuyo estado
actual no es, en muchos casos, la
culminacion definitiva del conocimiento.

e \Valorar la importancia que tienen los
procesos constructivos y de interaccion
social en la enseifanza y en el
aprendizaje de la Matematica.

e Considerar que el conocimiento mate-
matico (sus conceptos y estructuras),
constituyen una herramienta potente
para el desarrollo de habilidades del
pensamiento.

e Reconocer que existe un nucleo de
conocimientos matematicos basicos que
debe dominar todo ciudadano.

e Reconocer el impacto de las nuevas
tecnologias tanto en los disefios
curriculares como en sus aplicaciones.

e Privilegiar como contexto del quehacer
matematico escolar las situaciones
problematicas.

Estas concepciones influyeron en la
educacion Matematica, y marcaron la pauta
en las Ultimas décadas sobre la prioridad o el
énfasis que caracterizd a las corrientes
pedagdgicas de las matematicas.




2.2 EVOLUCION EN LA ENSENANZA DE LA MATEMATICA

Es necesario que el docente conozca los
rumbos que ha seguido la ensefianza de
esta ciencia en el nivel escolar en las
ultimas décadas, pues el propdsito en
cada postura ha sido superar algunas
deficiencias de las situaciones
anteriores.

Afinales de los afos cincuenta e inicios
de la década de los sesenta se da un
gran giro en los curriculos escolares, se
implanta la ensefianza de la
matematica moderna. Las bases para
tal movimiento se originaron en el
seminario de Royamount, celebrado en
1959 en donde los matematicos
franceses Jean Diudonné y G. Choquet
proponen una ensefanza logico-
deductiva, sin dejar de lado el dominio de
la ensefianza axiomatica de la geometria
de Euclides, cuyo desarrollo partiera de
unos axiomas basicos; asi mismo se
tomo a los conjuntos como el concepto
unificador de toda la Matematica,
mediante las estructuras algebraicas y
los conceptos de relacion y funcién.

Indudablemente la Matematica se
desarroll6 como ciencia abstracta, la
geometria se algebrizd, pero no ocurria
lo mismo en la ensefianza, pues se
privaba al estudiante de procesos y
problemas geométricos que eran una
fuente de desarrollo de habilidades; por
otra parte, los objetos de la matematica
moderna eran tan abstractos y aridos
que no permitian un desarrollo natural
del aprendizaje de los escolares. A ello
se agregaba las dificultades que tenian
los alumnos con las operaciones
aritméticas basicas, por el poco énfasis
que se les daba. A los alumnos no les
quedaba otra posibilidad que aceptar
estos axiomas y memorizar
demostraciones que no entendian, no
desarrollandose asi un aprendizaje
significativo.

KLINE, Morris(1978) El fracaso de la matematica moderna. Madrid: Siglo XXI

Entonces surge la necesidad de
enmendar esta situacion, cayéndose en
el error de retornar a lo basico (back to
basic). Es decir se pens6é que el
aprendizaje de los algoritmos de las
operaciones basicas, es decir, las
habilidades operativas de calculo, era la
Matematica que los estudiantes
necesitaban. Y es bien conocido que
estas habilidades son solo una parte de
la matematica. Sin embargo, afines dela
década de los ochenta se empezé a
cuestionar este enfoque, pues no habia
consenso en el entendimiento de ¢qué
es lo basico?, ¢;qué Matematica
correspondia ensefiar?, motivando la
aparicion de respuestas al fracaso de los
enfoques anteriores, como el libro de
Morris Kline® : “Por qué Juanito no
sabe sumar” y otros, que cuestionan a
los que proponen el retorno alo basico.

Entonces habia que encontrar una
respuesta a este problema por lo que en
el Il Congreso Internacional de
Educacion Matematica (ICME),
celebrado en Berkeley 1980, el National
Council of Teachers of Mathematics
(NCTM) de Estados Unidos edita la
famosa Agenda in Action para toda la
década de los ochenta: “la resolucién
de problemas” seria el norte de la
ensefianza de la matematica. Esta
propuesta, fue fundamentada por
Freudenthal y Polya, entre otros. Ellos
instan a los profesores a tomar
conciencia de esta problematica de la
educacién Matematica y a su vez
proponen ideas para desarrollar las
habilidades intelectuales de los
estudiantes, via la resolucion de
problemas.

Al respecto el parrafo 243 del Informe
Cockroft sefiala en su punto quinto que la
ensefianza de la Matematica debe



considerar la «resolucién de problemas,
incluyendo la aplicacion de las mismas a
situaciones de la vida diaria.» Asimismo,
el NCTM declaraba hace mas de veinte
anos que «el objetivo fundamental de la
enseflanza de las Matematicas no
deberia ser otro que el de la resolucién
de problemas.»

Se puede observar que hasta la actua-
lidad esta postura es predominante en la
enseflanza-aprendizaje, no sélo de la
Matematica, sino en las demas
disciplinas. Hacer matematica implica
gue uno se ocupe de problemas, pero a
veces se olvida que resolver un
problema no es mas que parte del
trabajo; encontrar buenas preguntas es
tan importante como encontrar las
soluciones.

Enla OTP-2005, teniendo en cuenta esta
perspectiva pedagdgica, se describen
los propositos fundamentales del
aprendizaje de la Matematica en la
Educacién Secundaria:

» Aprender a valorar positivamente la
Matematica.

» Adquirir confianza en las propias
capacidades para hacer Matematica.

* Resolver problemas de la vida
cotidiana.

* Aprender a razonar matema-
ticamente.

2.3 LAHISTORIA DE LA
MATEMATICA EN LA
ENSENANZA

Es importante que el profesor tenga
conciencia de que los conceptos
matematicos no siempre estuvieron tan
claramente definidos para ser
comprendidos por los alumnos. Estos
han ido apareciendo y evolucionando,

paulatinamente, en el tiempo.

Constituye una ventaja, no sélo como
vision del desarrollo de la ciencia
matematica sino como recurso didactico,
que el profesor conozca a grandes
rasgos como han ido surgiendo estos
conceptos, que a veces no entienden
nuestros alumnos, pues para
comprenderse y establecerse tuvo que
pasar, muchas veces, cientos de afios y
ademas hay que observar que no son
propiedad exclusiva de alguna culturaen
particular, sino que todas las culturas
han contribuido a su nacimiento,
construccion y desarrollo y aun estan en
constante evolucion. Revisemos
brevemente algunos momentos de esta
historia de la evoluciébn matematica que
nos permiten reflexionar sobre el valor
de esta ciencia.

El hombre siempre percibi6 que el
universo no era un monton de
fendmenos sin ningun orden, al contrario
se trataba de una diversidad con muchas
regularidades por descubrir. Ello lo llevo
al concepto de numero, pero su
tratamiento simbdlico eficaz no fue
obtenido hasta que en Mesopotamia fue
ideado el sistema de numeracion
posicional, aunque utilizaban la base 60
sin incluir el cero. El sistema posicional
gue usamos actualmente fue inventado
en la India y llevado a Europa por los
arabes; asi cada cifra del numero 2118
tiene un doble significado: el propio de su
simbolo y el de su posicién dentro del
namero representado. La adopcion de
este sistema simplific6 bastante las
operaciones basicas, dificultad que
tuvieron otras culturas.

La base sexagesimal usada por los
mesopotamios persiste hasta la
actualidad y ello lo vemos en nuestra
medicién deltiempoy de angulos.




Por su parte los griegos que entre los
siglos Vll a. de C. y Il a. de C. escribieron
significativas paginas en la historia de la
matematica, también concebian un
universo ordenado, inteligible por la razén
humana incluyendo la Matemética. Asi,
Pitagoras a lo largo de los cuatro siglos
gue median entre Thales de Mileto y el (VI
a. de C.) y Euclides, Arquimedes vy
Apolonio (Il a. de C.) afrontaron con éxito
la tarea de dar consistencia racional
rigurosa al pensamiento matematico,
convirtiéndolo en modelo para todo el

pensamiento cientifico posterior. El texto
de los trece libros Elementos de Euclides
constituye la obra cientifica méas influyente
en todo el transcurso de la historia de la
ciencia. Estos conformaron el curriculo de
geometria en colegios y universidades
durante los siguientes dos mil afos. La
geometria representa el intento de dar
racionalidad matematica a las relaciones
espaciales, y es en ella donde los griegos
tuvieron ocasion de desarrollar el modelo
de ciencia deductiva que se Impuso
posteriormente.

Thales fue capaz de comprender y ensefar lo que habia aprendido de
su relacioén con los sacerdotes en Egipto. Se cuenta que en uno de sus
viajes a Egipto determiné la altura de la piramide de Keops. Para medir
la altura de la gran piramide coloco verticalmente un palo en la tierra
cerca de esta y midio la longitud del palo y de su sombra. El triangulo
rectdngulo cuyos catetos son el palo y su sombra es semejante al
triangulo rectangulo cuyos catetos son la altura de la pirdmide y la
sombra de esta (en el mismo lugar y al mismo tiempo). Por tanto se

puede plantear:

770 _ h

LA entonces h=481,25 pies

16 10

Palo de 10 pies

| - »

Sombrage 16 pies

Sombra de 770 pies




El matemético que compilé un texto equivalente, Arithmetica, para la Teoria de
Numeros, fue Diofanto de Alejandria, el tltimo exponente de la tradicion matematica
griega. De él se desconoce su lugary época de nacimiento.

El inico dato acerca de la vida de Diofanto, que ha sobrevivido, aparece en forma de un
acertijo que - se dice- estaba escrito en su epitafio:

"Aqui fueron sepultados los restos de Diofanto. La infancia de Diofanto duré 1/6 de su
vida, 1/12 en la adolescencia, cuando la barba cubri6 su cara, después de 1/7 de su vida
contrajo nupcias. Luego de cinco afios de casado nacio su primer hijo. El hijo vivio ¥ de
la vida de su padre, su padre buscé consuelo en los nimeros pero no lo logré y murié

cuatro afos después que él."

Con estainformacion, ¢ podemos hallar cuantos afios vivié Diofanto?

La expansion del imperio arabe propicio
el enlace del occidente europeo con la
cultura griega, hindd y persa. Fueron
muchas las obras de los griegos que
llegaron a Occidente por tan tortuosos
vericuetos. En el siglo XVII, Halley, el
famoso astrbnomo contemporaneo de
Newton, tuvo la energia suficiente para
aprender arabe con el fin de traducir y
editar en latin algunas de las obras de
Apolonio.

A su vez, la actividad matematica del
Oriente durante estos largos siglos se
destacO por sus importantes logros en
astronomia, en trigonometria plana y
esférica. De igual modo los arabes
fueron quienes en el siglo IX empiezan
con las manipulaciones de simbolos,
gue condujeron a los inicios del algebra,
gue llegdé a un gran florecimiento en la
Europa Occidental durante los siglos XV
y XVI. La aparicion del algebra fue
enormemente influyente en el desarrollo
posterior de la Matematica. En si misma,
el algebra representa un paso analitico
muy importante en el dominio y uso
racional del simbolo.

Por otra parte, Descartes con la
geometria analitica fue capaz de
resolver en forma sencilla y mecanica
muchos problemas dificiles de la
geometria clésica, al tiempo que

estimulé y preparé el camino para la
invencion del calculo infinitesimal. Pero
estos desarrollos corresponden ala obra
de los grandes matematicos del siglo
XVII.

La convergencia del talento matematico
en el siglo XVII parece dificiimente
repetible. Galileo, Kepler, Descartes,
Fermat, Pascal, Newton, Leibniz,
Huygens y otros mas son los nombres
mas importantes que llenan el siglo con
genialidades matematicas. El camino ya
estaba preparado, por una parte, por la
existencia de instrumentos de medida,
del tiempo y de otras magnitudes, cada
vez mas perfeccionados; y por otra,
mediante el alumbramiento del
incipiente concepto de funcion, ya de
alguna forma presente en los conceptos
de la geometria analitica. De esta
conjuncion de circunstancias nacié el
calculo, la creacion mateméatica mas
influyente en el desarrollo de las
diferentes ciencias. Primero en forma
incipiente, por obra de Newton y Leibniz,
pero ya desde el principio quedando bien
presente la incomparable potencia de
este instrumento que ha revolucionado
la ciencia y tecnologia posteriores.

También en este periodo comienza, con
Fermat y Pascal, el enfrentamiento
propiamente matematico con otro de los




aspectos de la complejidad del mundo a
nuestro alrededor: la complejidad
ocasionada por lo que llamamos el azar.
La teoria de la probabilidad nace, como
tantos otros aspectos de la matematica,
en son de juego, y con el tiempo pasa a
convertirse en uno de sus campos impor-
tantes y rigurosos, con consecuencias
practicas muy importantes.

En lo que respecta a otros aspectos mas
puramente matematicos de este periodo
se puede resaltar el trabajo realizado por
Fermat en Teoria de Numeros, quien
sefalé resultados y problemas que
dejaron trazadas las lineas de trabajo
hasta el dia de hoy.

Pierre Fermat a mediados del siglo XVII formulé su famosa conjetura en la que afirmaba
guea’+b"=c", paran>2, noteniasolucion, en el conjunto de los nimeros enteros.

Esta ha sido una de las grandes cuestiones sin resolver, casi un mito, que ha traido de
cabeza a los mejores matematicos de las tres ultimas centurias. La historia es muy
sugerente:

Resulta que Fermat escribié al margen de una obra de Diofanto, en la cual aparecia el
Teorema de Pitagoras, que a" + b" = c" (para n > 2) no tenia solucién y que él habia
encontrado una demostracion maravillosa para este teorema, pero que no tenia suficiente
espacio para desarrollarla, también lo manifesté en alguna de sus cartas a amigos
matematicos de la época, pero nunca se hallé tal demostracion...

Algunos matematicos posteriores la demostraron para algunas potencias, como Euler que
lo hizo paralas potencias 3y 4, etc.

Asi se lleg6 al siglo XX, habiéndose hallado demostraciones para potencias inferiores a
100, pero nunca se llegd a una demostracion general de esta conjetura. Incluso se
comenzaba a dudar que fuese posible, de hecho se ofrecia un premio millonario a quién la
hallase, aunque el plazo expiraba en el afio 2 007.

Pero la noticia salté a finales del milenio: "jEl Teorema de Fermat ha sido demostrado!"
A finales de 1994 se ratificd que la demostracion del matematico britanico Andrew Wiles

era correctay valida.

La caracteristica mas resaltante del siglo
XVIII es la explotacion de los nuevos
métodos del analisis creados en el siglo
anterior a fin de obtener un dominio
matematico pleno de diversos campos
de lafisica.

La sistematizacion del analisis fue obra
de Euler: el matematico mas prolifico de
todos los tiempos, a la vez que el dotado
de mayor talento expositor. Sus
Institutiones calculi diferentialis y las
Institutiones calculi integralis tuvieron tal
influencia, que la dedicacion al analisis
de los matematicos del siglo eclipsé la
ocupacion a cualquier otra rama de la
Matematica.

La segunda mitad del siglo XVIII y
comienzos del XIX constituyeron la
época de mayor esplendor de la
matematica francesa. Los matematicos
franceses de fines del siglo XVIII se
ocuparon activamente en revitalizar la
geometria con creaciones como la
geometria diferencial, la descriptiva y la
proyectiva, que constituyeron campos
nuevos de gran influencia en el
desarrollo geométrico posterior.

La principal caracteristica de la actividad
matematica del siglo XIX es la
fundamentacion rigurosa de muchos de
los logros conseguidos durante los dos
siglos precedentes. El iniciador de esta




empresa es Cauchy, a través de sus
cursos en Paris, que fueron publicados
enlos afos 20.

La actividad expansiva, en especial del
andalisis matematico, continua
incansablemente. Una de las obras
cumbres de la matematica aplicada es
producida en 1821, por Fourier: la
Teoria Analitica del Calor, que por una
parte proporcionaba una trascendental
herramienta a la Matemética ocupada
en las aplicaciones, mientras que por
otra parte proporcionaba un sinfin de
problemas profundos a los analistas
matematicos, lo que constituyo un fuerte

Carl Friedrich Gauss fue otro de los
genios matematicos dotados de una
excelente habilidad con los nUmeros. A la
edad de 3 afios se cuenta que corrigio la
némina de los empleados de su padre. Un
dia en la escuela cuando tenia 10 afios el
maestro propuso como ejercicio sumar
los 100 primeros ndmeros consecutivos.
Gauss us6 un método sencillo:

Lasuma 1+2+3+4+..... +97 + 98
+99 + 100, la escribid de la siguiente
forma:

estimulo hacia una fundamentacion
seriadel andlisis.

Relacionado con el intento de
profundizaciéon en los fundamentos de la
matematica que se ha mencionado antes,
esta el hallazgo de las geometrias no
euclideas, en la primera mitad del siglo,
por Nicolai I. Lobachevski, J. Bolyaiy F.
Gauss. La sorpresa de los matematicos
ante construcciones geométricas que
contradecian a la euclidea y que eran tan
consistentes como ella desde el punto de
vista l6gico, fue un punto de partida muy
importante para tratar de repensar y
entender mejor los fundamentos
epistemologicos de la Matemética.

(1+100) + (2+99) + (3+98) +. .. + (50+51)
101+101+101+.....+101=50x 101 =5050

Cuando al cabo de una hora acabaron sus
compafieros, el maestro comprobd
sorprendido como el resultado de Gauss
gue aparecia en la pizarra era el correcto. El
maestro quedd tan impresionado que de su
propio bolsillo compré un libro de aritmética
y se lo regal6é a Gauss quien rapidamente lo
devoro.

Sucesores y seguidores de Gauss
fueron Dirichlet, Riemann,
Weierstrass y toda una escuela
floreciente que contribuyé muy
eficazmente a la fundamentacion solida
del andlisis y de otras ramas de la
Matemética.

Al final del siglo XIX y comienzos del XX
la preocupacion por los fundamentos
desemboca en el desarrollo de la teoria
de conjuntos, por Cantor, y de la l6gica
matematica. La naturaleza

epistemoldgica de la matematica fue
analizada con sumo interés, con la
intencidon de encontrar por fin una
fundamentacion sobre la que repose
todo el edificio matematico.

Los matematicos mas importantes y
encumbrados entre un siglo y otro son,
sinduda, Poincaré y Hilbert, quienes se
pueden contar como los ultimos
matematicos verdaderamente
universales que han poseido un dominio
pleno de la mayor parte de la Matematica
contemporanea.



El progreso de la Matemética en el siglo
XX es tan espectacular en extension y
profundidad que se ha llegado a afirmar
gue las creaciones matematicas en solo
este periodo vienen a superar toda la
produccion realizada antes del siglo XX.
Esto hace que una descripcidon somera
de la matematica de este siglo sea una
tarea imposible. Pero hay varios
desarrollos que probablemente dejaran
muy marcado, fundamentalmente, el
sendero de lamatematica en el futuro.

Lo expuesto son evidencias, someras
por supuesto, de la construccion de la
matematica. Dichos conceptos, cuando
son considerados en la ensefianza,
adquieren importancia si en ellos se
percibe su utilidad, para ello debemos
estar informados del entorno cultural,
social e histérico que lo rodeaban, para
asi serrevalorados por los estudiantes.

Una clase de geometria donde se trate el
estudio de la piramide como cuerpo
espacial carece de importancia, para el
estudiante y también para su entorno
sociocultural, si en ella no hay
referencias claras a las construcciones
geomeétricas de los egipcios y los mayas;
si no hay un sentido preciso de abordar
con intenciones pedagodgicas e
investigativas todos los acontecimientos
que alrededor de estas civilizaciones
penetran en el desarrollo de la cultura
universal. Pero junto a ello, se debe
resaltar la estructuracion de los
resultados que en el campo de la
formacion de conceptos matematicos
aportaron desde un pensamiento
productivo estos pueblos y que se
evidencia en la solucion de sus

necesidades a través de la aplicacién de
estructuras matematicas.

La Historia de la Matematica brinda a los
docentes las posibilidades de reconocer,
y por lo tanto de poder aplicar en el
trabajo con los estudiantes, que la
Matematica, en su desarrollo, ha
acumulado un enorme conjunto de
hechos que permiten atestiguar que los
conceptos que la sustentan, las
propiedades y todas las demostraciones
tienen su procedencia en la préactica
vinculada a los procesos reales del
mundo y a la existencia de la sociedad
civilizada: el surgimiento de la geometria
esta indisolublemente ligado a los
problemas de las crecidas de los rios y a
la construccion de las pirdmides de los
egipcios antiguos.

Abundan hechos que posibilitan, dentro
de la clase de Matemética, resaltar los
valores humanos universales desde el
conocimiento de la historia de esta
ciencia; la laboriosidad con la cual los
griegos estructuraron sus sistemas de
conocimientos, la utilidad de sus
métodos para el futuro de las ciencias y,
en especial, para la Matematica;
demuestran el caracter ingenioso de
aquellos procedimientos en el empefio
de mejorar el mundo.

El estudiante debe estar convencido que
él participa en la construccion y que los
teoremas y propiedades que descubre o
aplica estan frescos aun y no pensar que
se trata de un conocimiento ya acabado,
donde nada hay que descubrir, sino que
es una ciencia viva en constante
crecimiento y perfeccionamiento y que
todos somos participes de ello.




2.4 LAS TECNOLOGIAS DE LA
INFORMACION Y DE LA
COMUNICACION COMO
RECURSO DIDACTICO

Los hombres y los grupos sociales
permanentemente se renuevan y se
adaptan, utilizando los productos
tecnolégicos que nos simplifican los
procesos de rutina y permiten orientar
nuestras energias al desarrollo de otras
capacidades superiores como el
aprender a pensar o descubrir nuevos
algoritmos para nuevas necesidades.
Hoy en dia nadie puede negar que las
Tecnologias de la Informacion y de la
Comunicacion (TIC's) forman parte del
quehacer no sélo de los profesionales
sino también de la misma vida cotidiana,
convirtiéndose no solo en una ventaja
para quien las posee o utiliza, sino
también una necesidad. Y por supuesto,
la educacion matematica también
necesita de ella. Hay situaciones que
pueden ser resueltas mediante reglas o
algoritmos conocidos, entonces el
hombre debe hacer uso de las TIC's,
optimizando el tiempo.

Por otro lado la practica educativa nos
persuade de la necesidad del apoyo de
las calculadoras, computadoras, etc.
que posibiliten un mejor aprendizaje de
los alumnos, en campos como son las
funciones, el calculo numérico, las
situaciones geométricas, etc. Con el
apoyo de la computadora se pueden
adquirir conocimientos matematicos que
con la pizarra, tizas, papel o lapices seria
muy limitado y poco agradable a la vista
de los estudiantes, los cuales estan muy
familiarizados con las nuevas
tecnologias.

Sin embargo, el docente debe
seleccionar con criterio los programas o
softwares adecuados para reforzar los
aprendizajes. De igual modo, el

"Mendoza, Martin: “El Winplot como recurso didactico en la ensefianza de la matematica”, 2003.

momento y la forma de utilizar este
recurso tecnoldgico requiere de mucha
pericia, que el docente ira
perfeccionando con la practica. A
continuacion, se presentan tres
actividades utilizando dos softwares
educativos: Winplot ; Wingeom y un
software utilitario: Excel.

2.4.1 APLICACION DEL WINPLOT
EN LA RESOLUCION DE
ECUACIONES™

A continuacion, se va a presentar la
resolucion de ecuaciones en el conjunto
de los Numeros Reales (R), teniendo en
cuenta que todo planteamiento de
solucion de una ecuacion necesita de
una técnica (arreglo algebraico, calculo
numérico o un artificio en particular).
Asimismo, se va a presentar un
planteamiento de solucion geomeétrico
intuitivo através del Winplot.

i) Ecuacién de segundo grado :
Resolver: x*+2x-2=0

Solucién algebraica:

X +2x-2=0

X+ 2x +1-1-2=0

(x+1)-3=0

(x+1+/3 ) (x+1-3)=0
x=-1-y3 v x=y3 -1

cs.=|-1-y3; 3 - 1]

Winplot: Graficamos las funciones
f(x)= x* + 2x - 2 y g(x) =0. Luego,
identificamos los puntos de interseccién
de dichas graficas, figura 1, y obtenemos
los pares ordenados (-2,73205; 0) y
(0,73205; 0), donde f(x)=g(x) cuando
x~-2,73205 v x~0,73205.




Fig 1

ii) Ecuacioén con raiz cuadrada:

Resolver:+/ x-1 =7 - 3x

Solucién algebraica: X - 1\/—= 7 - 3x
X -1 = (7-3x) ; 1< x<7/3
X -1 = 49-42x+9x°
9x*-43x+50 = 0

(9x-25)(x-2) 0
X=25/9 v x=2

C.S.= {2}

Winplot™: graficamos las funciones f(x)=vVx-1 y g(x)=7-3x. Luego, identificamos la
interseccion de dichas graficas, figura 2, y obtenemos el par ordenado (2; 1), de donde
f(x) =g(x)cuando x = 2.

Fig 2

* Notacién Winplot: / x  =sqr(x)



iii) Ecuacién con valor absoluto:*
Resolver: | x|-|x-1| =x-0,5

Solucién algebraica: x| -|x-1] =x-0,b

Six <0: (-x)-(1-x) =x-0,5
-X — 1+x=x-0,5
x=-0,5
Si0< x<1: (X)- (1-x)=x-0,5
X — 1+x=x-0,5
x=0,5
Six> 1:(x)- (x-1)=x-0,5
X — X+1=x-0,5
x=1,5

C.S.= {-0,5;0,5;1,5}
Winplot: Graficamos las funciones f(x)=|x|-|x-1ly g(x) =x-0,5. Luego, identificamos los

puntos de interseccion de dichas graficas, figura 3, y obtenemos los pares ordenados (-
0,5;-1),(0,5;0)y(1,5; 1), dedonde f(x)=g(x)cuandox=-0,5v x=0,5v x=1,5.

W w3 wpd
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Fig 3

iv) Ecuacion trigonométrica™:
Resolver: sen(2x) - cos(x)=0; 0 € X <27

Solucién: sen(2x) — cos(x)=0
2sen(x).cos(x) - cos(x) =0
cos(x)[2sen(x) — 1]=0
cos(x) =0 v 2sen(x) — 1=0
cos(x)= 0 v sen(x) =1/2

T 3n T 5n
X= —V X=—V X= —V X= —
2 2 6
T 3n T 5S¢
CS={—— —:—}
2 2 6 6

“Notacion Winplot:| x| = abs(x)
“Notacion Winplot: sen(x) = sin(x).




Winplot: Graficamos las funciones f(x) = sen(2x) - cos(x) y g(x) = 0. Luego,
identificamos los puntos de interseccion entre las gréficas, figura 4, y obtenemos los
pares ordenados (0,52360; 0), (1,57080; 0), (2,61799; 0) y (4,71239; 0) de donde
f(x) =g(x) cuando x=0,52360 v x=1,57080 v x =2,61799 v x=4,71239.

25 Fig 4

v) Ecuacion exponencial™:

2
Resolver: xe1 X = X

Solucién algebraica: Xe =X

X X
X nonox x

oo

Ovx=-1vxs=

C.S.={-1;0; 1}
2
Winplot: Graficamos las funciones f(x) = X el'X y g(x) = x. Luego, identificamos los
puntos de interseccion entre las graficas, figura 5, y obtenemos los pares ordenados
(-1; 1), (0; 0) y (1; 1), de donde f(x) =g(x) cuandox=-1 v x=0 v x=1.

1sNotacion Winplot: e* = exp(x).
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vi) Ecuacion logaritmica
Solucion algebraica 3In?(x) -2In(x) -1=0

[BIn(x)+1] [In(x) -1] =0
3In(x)+1=0 v In(x) -1=0
In(x) = -1/3 v In(x) =1
x=e"*v x=e

C.S={e"3%: e}
Winplot: Graficamos las funciones f(x) =3In*-2In(x)-1 y g(x) =0. Luego, identificamos los

puntos de interseccion de dichas graficas, figura 6, y obtenemos los pares ordenados
(0,71653;0) y (2,71828;0), de donde f(x) = g(x) cuando x~0,71653 v x~2,71828

! exab.wp2




2.4.2 PROPIEDAD DE LA BISECTRIZ DE UN ANGULO UTILIZANDO EL WINGEOM

El objetivo de esta actividad es que el alumno descubra la propiedad de la bisectriz de
un angulo. Alingresar a trabajar con el Wingeom, abrimos el archivo “Bisectriz” - que ha
sido elaborado previamente - el cual aparece en pantalla como se muestra a
continuacion:
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La pantalla nos muestra el angulo CAB y su bisectriz AP . Las distancias del punto P a
los lados del &ngulo se determinan por lalongitud de los segmentos PB yPC

* Desplazamiento del punto P

Ubique el cursor en el lugar que se muestra en la grafica (primera ventana) y luego
arrastre hacia la derecha e izquierda y observara que el punto P se desplaza a lo largo
de la bisectriz.

* Modificacion delamedidadel angulo CAB

Al arrastrar el cursor en la segunda ventana observara que la medida del angulo CAB
aumenta o disminuye.

En la parte superior izquierda de la pantalla se aprecia la medida de los angulos CAB,
PABYy PAC, asi como lamedida de los segmentos PCyPB .

Actividad:

Modifique la medida del angulo CAB de manera que sea siempre un angulo agudo.
Luego, ubique el punto P en tres posiciones distintas y registre en la tabla adjunta los
datos que se solicitan para cada caso. Luego, realice el mismo proceso considerando
el angulo CAB obtuso.




Medida del Medida del Medida del Medida del Medida del
angulo CAB angulo PAB angulo PAC segmento PC | segmento PB

Considerando que AP es la bisectriz del angulo CAB, conteste las siguientes
preguntas:

¢ Qué relacion existe entre las medidas de los segmentos PB'y PC cuando el &ngulo
CAB esagudo?

¢ Qué relacion existe entre las medidas de los segmentos PB y PC cuando el angulo
CAB es obtuso?

2.4.3HOJAS DE CALCULO: MICROSOFT EXCEL

Las hojas de célculo son uno de los tipos de programas de usuario mas extendidos y
utilizados en diversidad de contextos. En esencia, es una hoja cuadriculada, formada
por lineas y columnas donde el usuario puede disponer de las celdas generadas para
almacenar datos numéricos; ademas, estos también pueden ser obtenidos y
modificados mediante formulas. El software utilitario Microsoft Excel se puede aplicar
enlos siguientes topicos del &rea de Matematica:

» Valor numérico de una expresion algebraica.
» Funciones.

» Estadistica descriptiva.

» Conversionde unidades.




Las caracteristicas de las hojas de calculo son:

» Organizany utilizan informacién en columnas, tanto numérica como alfanumérica.
* Realizan calculos numéricos con dichos datos.

» Disponen de distintos tipos de funciones: financieras, estadisticas, cientificas,
l6gicas, entre otras.

* Son herramientas dinamicas e interactivas.

* Generan diversos tipos de graficos que ayudan a interpretar la informacion
almacenada.

» Pueden compartirinformacién con otras herramientas de usuario.
* Tienen la opcion de imprimir tanto las hojas como los calculos.

Cabe resaltar la “amigabilidad” de este tipo de herramienta, cuyo funcionamiento se
basa en menus o ventanas. A continuacion, presentamos una aplicacién sencilla de la
hoja de calculo Excel de Microsoft.

Los datos en la siguiente tabla relacionan el tiempo empleado por los estudiantes para
prepararse ante una pruebay las calificaciones de las pruebas aplicadas.

19 83
20 85
21 88
22 91
23 ?

Utilice un modelo lineal para predecir la calificacién de la prueba aplicada cuando un
estudiante ha invertido un tiempo de 23 horas.

Con ayuda de la hoja de calculo Excel, podemos elaborar un diagrama de dispersién de
los datos y ajustar una linea de regresién. La recta de mejor ajustees y=2,7x+31,4;
en donde x representa las horas de estudio y y representa la calificacion, en porcentaje,
obtenida enla prueba. Asi, parax =23, se obtiene y=2,7(23) +31,4=93,5%.

ES|%%Cei'>r<'>/se espera que un alumno que ha estudiado 23 horas obtenga una calificacion
e ,9 /0.

[ Microsoft Excel - Librol |8 x|
2 Es cqunta v

B achivo Edcién Ver Inserter Formato Herramientss Datos Ve

DEHRISRIVE IS Bdd-F

] -0 - N

19 83
20 85
21 88

55 5 o y=27x+314 —

R°=09918
90 -~

M&\.mm»w M‘A

-

]
\

g
\

2

N
]

|3

5

'\Jl'\l"\l‘
DR

W 4 r m]\Hoja1 { Hoja2 [ Hojs3 14 LUJ

UM

Leto
Bsen| [0 @ @@ © [Hr o |Be.|@a.| 21k B [Fw. D 22000 B wsen




2.5 MATEMATICA Y OTRAS DISCIPLINAS: INTERDISCIPLINARIEDAD

La Matematica y las demas ciencias
surgen generalmente respondiendo a
una necesidad, para resolver un
problema. Y dichos problemas no surgen
sélo en el terreno matemético sino en
otras areas o disciplinas del
conocimiento. Sabida es su estrecha
relacion con las ciencias fisicas y la
quimica. Actualmente se sabe que la
Matematica esta presente en diversas
actividades, desde el deporte hasta los
negocios, para tener una idea general
sobre la gran aplicabilidad de esta
herramienta.

La Matematica ahora forma parte de
proyectos interdisciplinarios. Interactla
con otras ciencias, con las empresas, las
finanzas, las cuestiones de seguridad, la
gestion, la toma de decisiones y la
modelizacién de sistemas complejos. Y
algunas de estas disciplinas, por su
parte, estan retando a los matematicos
con nuevas clases de problemas
interesantes que, a su vez, estan dando
lugar a nuevas aplicaciones.

A continuacion describimos brevemente
algunas relaciones de la Matematica con
otras cienciasy areas del conocimiento.

Matematica y Biologia: Actualmente la
colaboracion que mas rapidamente
crece esla que se da entre la Matematica
y la Biologia. Esta asociacion se afianzo
en el campo de la Ecologia en los afios
20, cuando el matemético italiano Vito
Volterra desarrollé los primeros modelos
de la relacion depredador-presa y
encontr6 que podia describir
matematicamente la sucesiva oscilacion
de las proporciones de depredadores y
de presas en poblaciones de peces.

La Organizacion Mundial de la Salud (OMS)
ha definido recientemente la obesidad
como “la mayor epidemia del siglo XXI”, lo
gue nos da unaidea de la gravedad de esta
enfermedad. Segun sus estimaciones, enla
actualidad existen 250 millones de
personas obesas y para el afio 2025 prevé
que se alcancen los 300 millones.Por ello,
hay que dar su justa importancia a esos
kilos de mas que pueden repercutir
negativamente en nuestra salud.

Existe un consenso generalizado entre
sociedades cientificas para la utilizacion del
indice de Masa Corporal o IMC como
diagnostico de obesidad. El indice de Masa
Corporal (IMC) es una operacién
matematica que relaciona el peso con la
altura. Laférmulaes:

MCc = —W

H
Donde W indica el peso en kilogramos, H la
altura en metros. Entonces el IMC estara
expresado en la unidad Kg / m*. Cuando el
resultado esta comprendido entre 18,5y 25,
el indice se considera normal. Si esta por
debajo puede haber desnutricion y si esta
por encima hay sobrepeso.

Matematica e Informatica vy
Comunicaciones: Este amplio campo
podria ocasionar tantos cambios en la
sociedad como la revolucion industrial.
Quienes las incorporen temprano tendran
una ventaja competitiva a largo plazo. Los
gue tarden mucho en incorporarse
encontraran dificultades para ponerse al
dia. La base de los lenguajes de
programacion y de gestores de datos es la
|6gica matematica, asi como de todos los
softwares y aplicativos que usamos en
todos los campos.




Los cédigos de barra traducen una sucesion de numeros a una distribucion de barras de
distinto grosor: blancas y negras, que se puede leer con un lapiz éptico o con un escaner.
Facilitan asi poner el precio a los productos o cobrarlos, pues basta con que la
computadora del almacén esté programada para asignar el precio convenido de la
mercancia al cédigo de barras de la misma.
Cuando el precio es fijo se utiliza un cédigo de 13 numeros:
- Los dos primeros numeros indican donde esta hecho el producto: 74 es el de Republica
Dominicana; cada pais tiene un prefijo asignado.
- Los cinco numeros que siguen estan asignados a la empresa productora; en este caso
60016.
- Los cinco numeros que siguen corresponden al producto: 70204.
- El ultimo numero es el de seguridad y se calcula asi:

. Se escriben las primeras doce cifras del codigo y debajo la secuencia 13 13 ...
746001670204
131313131313

. Se suman los productos de cada par de niumeros: 7x1 + 4x3 + 6x1 + Ox3 + Ox1 + 1x3 +
6x1 + 7x3 + 0x1 + 2x3 + Ox1 + 4x3. El resultado es 73.
El numero de seguridad es 7, que es lo que falta al resultado para completar una
decena mas, en este caso 80, ya que 80—73 =7.
Este numero sirve para verificar que el lapiz éptico o el escaner leyeron bien.
En los productos también se ha de especificar el precio final de venta al publico.

Matematica y Fisica: la Matematica es cada vez mas necesaria en la representacion
de los diferentes fendmenos que estudia la fisica y en la solucién de los modelos que
resultan de estas formulaciones. La Geometria Algebraica esta siendo utilizada por los
fisicos tedricos en su busqueda de una teoria unificada de campos, o de manera mas
precisa, de una teoria que unifique la gravedad con las tres fuerzas fundamentales de la
Fisica: la fuerza nuclear fuerte, la fuerza nuclear débil y el electromagnetismo.

Los fractales son entes geométricos con propiedades intrinsecas: la figura se repite en
si misma una y otra vez (proceso iterativo); poseen dimension no entera. Tienen
multiples aplicaciones en la compactacion de imagenes, en la simulacion de precios, en
la construccién de modelos econdmicos, etc. Se presenta a continuacion la generacion
del copo de nieve de Van Koch (1906).

A partir de un triangulo equilatero trisecamos sus lados para generar recursivamente
otros triangulos equilateros; asi tenemos:

Cq

C,




Resumiendo:

L,=3
L,=3(4/3)
L,= 3(4/3)
L,= 3(4/3)
L 3(4/3)
—> L,,,=3(4/3)
—> |lim L, =7
n - oo

Matematica y Arte: la Matematica esta presente en las diferentes escuelas clasicas de
arte. En pintura, por ejemplo, los estudios sobre perspectiva en el renacimiento dieron
lugar a la geometria proyectiva; en musica fluye la matematica en casi cualquier
concepto; en arquitectura, desde el Partendn a Gaudi, pasando por las catedrales, los
estudios de geometria resultan basicos. Se puede afirmar, sin exagerar, que la
arquitectura es inexplicable sin la Matematica.




"Una recta esta dividida en extrema y media razén cuando la recta es al segmento
mayor lo que este es al menor". Asi define Euclides lo que hoy conocemos por seccion
aurea (numero de oro), objeto de gran sencillez matematica y que, sin embargo, ha
interpretado un importante papel en el arte y en el concepto de belleza que se ha tenido
en distintas épocas.

Supongamos un segmento, que por comodidad consideramos de longitud 1, dividido en
dos partes. Vamos a calcular qué valor debe tener x para que sea la seccion aurea del
segmento:

X 1-x

Segun la definicion de Euclides, se tiene:
1 X

X 1-x
1-x:x2

x2+x—1:O

Resolviendo la ecuacién se obtiene: \/g "

X =

2

Como la razon aurea es el cociente entre la longitud del segmento y el valor de X,
tenemos que:

No cabe duda de que la autorreproductividad vista en la construccién anterior permite
joyas como El Partendn, en la que la seccion aurea proporciona un factor unificador
para las medidas de los distintos elementos arquitectonicos y la consiguiente sensacion
de armonia. Un ejemplo matematico de lo anterior puede ser la espiral aurea, curva
compuesta por una sucesién de cuartos de circunferencia tangentes a cuadrados cuyos
lados estan enrazén aurea.




Matematica y Economia: Las finanzas modernas, aunque no son una ciencia en el
sentido tradicional de la palabra, tienen una interaccion con la Matematica que no se
limita a la teoria; hoy la Matematica juega un rol central en el funcionamiento diario de
los mercados financieros del mundo. Son muchas las oportunidades de investigacién
que existen en las zonas limitrofes de la Matematica con la economia y las finanzas,
areas que utilizan inexorablemente métodos matematicos.

En economia se estudia la Ley de la Oferta y la Demanda, de gran aplicacion
en el mercado para la determinacién del precio adecuado. En este contexto,
la ecuacion de oferta g = O(p) relaciona el precio de mercado “p” de un
articulo con el nimero de unidades “q” del articulo que los fabricantes estan
dispuestos a ofrecer a ese precio. La ecuacion de demanda q = D(p)
relaciona el precio de mercado “p” de un articulo con el nUmero de unidades
“q” del articulo que los consumidores estan dispuestos a comprar a ese
precio. En la mayoria de los casos, la oferta de los fabricantes O(p) aumenta
y la demanda de los consumidores D(p) disminuye cuando el precio p
aumenta en el mercado. Al punto de interseccién de la oferta con la demanda
se le llama “punto de equilibrio”.

Py : precio de equilibrio
do: cantidad de equilibrio

A
q
D(p) o)
Punto de
equilibrio
(0 370 I— Escasez Abundancia

> p

Po

Matematicay Quimica: Unade las principales causas del progreso de la quimica en el
siglo XX ha sido la provechosa relacion que se estableci6 con la Matemética para el
establecimiento de nuevas teorias y la solucion de los problemas emergentes de ella.




En la quimica se estudia el concepto de vida media, que se refiere al tiempo necesario
para que se desintegre la mitad de los &tomos radioactivos existentes en un instante
inicial. Con el apoyo de la Matematica se logra determinar que:

v _ 0301t
) N,
2,303 Iog( - )

donde, t : tiempo transcurrido
N, : masainicial de materia radioactiva
N : masafinal de materiaradioactiva
V., : vidamedia

m -

E incluso se ha llegado a obtener el tiempo de vida media para algunos radioisétopos.

Por ejemplo:

i H 12,5 afos
1;; @) 2,0 minutos
32 14,3 dias

15 P

Matematica e Ingenieria: Todas las ramas de la ingenieria se basan en la Matemética.
Ello se traduce en la modelizacibn de procesos mediante representaciones
matematicas que permitan resolver una diversidad de problemas. Es decir obtener
modelos que expliquen diversos fendmenos y permitan realizar predicciones.

Por ejemplo, en el campo de la Ingenieria Civil al momento de realizar el disefio y
posterior construccion de un puente se puede identificar, como en la figura adjunta, un
arco semieliptico; dicho arco tiene la forma de la mitad superior de una elipse y es
usado para sostener un puente que debe atravesar un rio de 24 metros de ancho. En el
centro de arco la longitud de la altura es de 8 metros, desde el centro del rio. Esta
descripcion nos puede llevar a plantear una situacion problemética de la vida real; por
ejemplo se puede plantear que se deduzca la ecuacion de la elipse que contiene al arco
semieliptico. Ademas, se puede pedir encontrar la altura delarco a 3, 6 y 9 metros desde
el centro del rio. Sugerencia: seleccionar un sistema de coordenadas rectangulares
adecuado, por ejemplo hacer que el Eje X coincida con el nivel del aguay el Eje Y pase
por el centro del arco.
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ESTRATEGIAS METODOLOGICAS PARA DESARROLLAR

CAPITULO 3

EL PENSAMIENTO MATEMATICO EN EL AULA

3.1 CAPACIDADES DE AREA

La OTP-2005, describe la relacion que
debe existir entre las capacidades
fundamentales, capacidades de area y
las capacidades especificas. Entre ellas
no hay una relacion lineal de implicacion,
es decir que una capacidad especifica no
es exclusiva para una capacidad de
area, ni tampoco que esta pertenezca al
dominio exclusivo de una capacidad
fundamental, sino que la relacion de
estas es integral. Es mas, la eleccion de
las capacidades es una propuesta
metodologica, como también pueden
existir otras propuestas, pero lo
importante ahora es emprender nuestro
trabajo pedagdgico para desarrollar el
pensamiento matematico del estudiante.
Vamos a referirnos a cada capacidad de
area, las cuales a su vez estan
estrechamente relacionadas.

3.1.1 RAZONAMIENTO Y DEMOS-
TRACION

Esta capacidad, como las otras,
comprende diversas capacidades
especificas: generalizar, hacer
conjeturas, argumentar, demostrar,
verificar, hallar contraejemplos. El
desarrollo de esta capacidad se hace
permanentemente en el aprendizaje de
la Matematica; los estudiantes siempre
lo han hecho, ya sea acertando en sus
argumentos como errando en ellos, no
en vano se afirma que el mejor método
para aprender Matematica es
razonando.

Actualmente la Matematica es un terreno
abierto, en el sentido que se siguen
descubriendo teoremas, propiedades,

asi como se formulan nuevas conjeturas.
Esto demuestra que la Matematica no es
una ciencia acabada, sobre la cual ya
nada hay que aportar, sino que todos los
que estamos involucrados en esta
ciencia, incluidos los estudiantes,
ponemos nuestro grano de arena para su
desarrollo como ciencia.

No solo en la geometria podemos
realizar demostraciones, como a veces
se cree, estas pueden darse en la
aritmética, algebra o la trigopnometria. Asi
por ejemplo el algebra es un buen
terreno para que el estudiante verifique
algunos teoremas o propiedades,
conjeture y demuestre por si solo estos
teoremas y otras verdades matematicas
y asi cultivar su autonomia en el
aprendizaje.

Analicemos los beneficios que nos
prodigan los productos notables.
Tomemos el cuadrado de un binomio. A
partir de él podemos desarrollar diversas
capacidades especificas. Veamos:

En primer lugar, cuando se le presenta
por primera vez esta expresion a los
estudiantes, muchos de ellos suelen
creerque (a+b)* =a’ +b’*. Yesunbuen
motivo pedagdgico para persuadirlos de
que no siempre la intuicién nos conduce
a conclusiones correctas, sino que es
necesario verificarlas matematica-
mente. Para ello tenemos los contra-
ejemplos. Asi, para a = 6 y b = 5,
tendriamos que (6 + 5)° =6°+ 5°. Es
decir, que 121 =36 + 25, lo cual es falso.
Entonces, es falsa tal suposicion dado
que fall6é para un caso particular.




En segundo lugar hay que demostrarles, con la participacion activa de los estudiantes,
senda identidad apelando a sus saberes previos como son las operaciones con
polinomios. No olvidemos que el docente modela cuando esté interactuando con los
alumnos. El estudiante aprende que cada paso debe estar sustentado con el rigor cientifico
gue exigen las demostraciones, aprendera a ser creativo si asi demostramos serlo.

(a+b)®> =(a+b).(a+b) ... Definicién de potencia
=a’+ab+ba+b’ ... Multiplicacién de polinomios
(a+b)® =a*+ 2ab + b’ ... Simplificacion de términos semejantes

El resultado anterior es cierto para cualesquiera de los valores realesde ay b. Debemos
acostumbrarnos, tanto docente como estudiantes, a leer e interpretar una
demostracién. En este caso, que comprendan la demostracién en ambos sentidos: el
progresivo, deizquierda a derecha; y el regresivo, en el sentido inverso.

En tercer lugar, podemos brindar una verificacion o “demostracion” geométrica. Ello es
interesante, pues le da integridad y sustento cientifico a la matematica y el estudiante
aprende a valorarla. Asi, para nuestro ejemplo utilizamos el concepto de area Se
observa que el cuadrado grande, de lado “a + b” ha sido dividido en cuatro partes: un
cuadrado de lado “a”, otro menor de lado “b” y dos rectangulos de lados “a” y “b”".
Entonces el &rea del cuadrado mayor equivaldra a la suma de las areas de sus partes.
Esdecir: a b

f—%_H

r

(a+b)’= a’+ab+ba+b’ ad a
simplificando
(a+b)’= a*+ 2ab + b’

b b

.

~—

a b
En cuarto lugar, sabemos la cantidad de formulas que se presentan y desarrollan en las
sesiones de aprendizaje, por lo que es comprensible que muchas de ellas las olvidemos,
porque no las aplicamos u otros factores. Para ello el estudiante debe habituarse a
demostrarlas, dar ejemplos y contraejemplos, hasta encontrar la relacién correcta como la
gue hemos presentado; es decir, debemos promover su autonomia en el aprendizaje.

A propasito de los productos notables del algebra, debemos aprovechar su aplicabilidad.
Por ejemplo, el célculo de 6749” — 3251° con los métodos aritméticos resultaria tedioso,
pero si aplicamos la propiedad algebraica a’—b’=(a+b)(a—b), obtenemos:

67492-32512=(6749+3251)(6749-3251)
=10000x 3498
=34 980000 ...i Resultamas sencillo!

Cuando sea oportuno el docente debe mostrar la aplicabilidad de lo que se realiza, pues
esto favorece que el aprendizaje sea significativo. Ademas, como en este caso, el
relacionar los objetos algebraicos con los aritméticos y geométricos le da unidad a la
Matematica.




LAS CONJETURAS

Las conjeturas son juicios que se obtienen a partir de regularidades que se observan en el
comportamiento de objetos o hechos, pero que adn no existe una demostracion
formalmente aceptada para ellas.

La historia de la Matemética contiene muchos ejemplos de conjeturas. Muchas de las
cuales aun no han sido demostradas, pero abrieron grandes campos de investigacion
matematicay otras que ya lo fueron pero pasaron muchos siglos paracello.

CONJETURADE GOLDBACH

Todo gira en torno a una carta fechada el 7 de junio de 1742 que el profesor de matematica
en San Petersburgo, Christian Goldbach, le escribia a su celebérrimo colega y amigo
Leonhard Euler. Lo importante de esta carta lo escribi6 en el Gltimo momento, conjeturaba
que: “todo numero par mayor que dos es la suma de dos nimeros primos.”

Veamos algunos casos:
90=83+7 94 =47 + 47 96 =37 +59 2006 =1003 + 1003

Se entiende que la conjetura no nos afirma que dicha pareja de nUmeros primos sea Unica.
Asi por ejemplo para el 102 podemos encontrar hasta 8 posibilidades:

5+97 13+89 19+83 23+79
29+73 31+71 41 +61 43+59

Esta Conjetura ha sido verificada hasta 100 000 000 000 000 pero todavia no se ha
encontrado una demostracién matematica para todo nimero par. Resulta oportuno utilizar
esta conjetura para afianzar el concepto y manejo de los nimeros primos en los alumnos.
Se les puede proponer hallar dos nimeros primos para algunos pares como: 124; 396;
600; etc. olos que el docente considere conveniente.

Hay muchas conjeturas mas que el docente debe investigar. Otra muy conocida es la
siguiente: “Todo numero se puede expresar como la suma de 4 cuadrados perfectos.”
Como aplicacion tomemos el nimero que representa al afio 2006, el cual se puede

expresar como 2006 = 44> + 6° + 5° + 3°. NOTA: la conjetura nos permite utilizar
cuadrados iguales, el cero y hasta puede haber mas de una forma para construir el
namero. Para nuestro ejemplo, tenemos otraforma 41* + 15° +8° +6° =2006.

PARADOJASY FALACIAS

Las paradojas son un poderoso recurso para desarrollar el pensamiento, conducen al
estudiante a un gran conflicto cognitivo, pues su habitual manera de pensar parece que no
es suficiente para el desafio que estas proponen. Decia René Descartes: "A fin de
alcanzar la verdad, es necesario una vez en la vida poner todo en duda hasta donde sea
posible." El mensaje es claro. Oportunamente el docente puede preparar interrogantes
gue hagan repensar al alumno sobre algunos procedimientos o situaciones que parecen
simples, pero que no lo son realmente ya que demandan reflexionar mas de lo habitual.

Por ejemplo, cuando en una sesion de aprendizaje se hace referencia a las diagonales de
un poligono, se les puede mostrar el caso particular de un heptadgono de la siguiente
manera: “si de un solo vértice se pueden trazar 4 diagonales, entonces, como el heptagono
tiene 7 vértices, en total se podran trazar 7x4 = 28", ¢,es correcta dicha afirmacion?... sin
embargo, cuando trazamos todas las diagonales son 14, ver figura adjunta, ¢qué estd
pasando con nuestro razonamiento?
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Es interesante la expresiéony actitud de los estudiantes cuando se les plantea este caso.
Luego, ellos mismos, o con la mediacion del docente, descubriran el error en el
razonamiento. Vemos pues que no es necesario ir muy lejos de los contenidos que
estamos trabajando, sino de que la forma como los presentamos provocara el conflicto
cognitivo en ellos, y en consecuencia el desarrollo de sus capacidades.

El término “paradoja” viene del griego (para y doxos) y significa "mas alla de lo creible."
Enlaactualidad la palabra"paradoja" tiene varias connotaciones:

» Afirmacion que parece falsa, aunque enrealidad es verdadera.

» Afirmacion que parece verdadera, pero en realidad es falsa.

» Cadenade razonamientos aparentemente impecables, que conducen sin embargo a
contradicciones légicas. (Las paradojas de esta clase suelen llamarse falacias.)

» Declaracion cuya veracidad o falsedad es indecidible. Es decir no se puede
demostrar que seafalso overdadero.

» Encierraen si misma contradicciones.

Las paradojas matematicas, como las de otras ciencias, pueden ser mucho mas que
amenidades, y llevarnos hasta nociones muy profundas. A los primeros pensadores
griegos les resultaba tan paraddjico como insoportable que la diagonal de un cuadrado
de lado unidad no pudiera ser medida exactamente por finas que se hicieran las
graduaciones de la regla. Este hecho perturbador sirvio para abrir el vasto dominio de
los nimeros irracionales. Los matematicos del siglo pasado encontraban enormemente
paraddjico que todos los elementos de un conjunto infinito puedan ponerse en
correspondencia biunivoca con los elementos de algun subconjunto del dado; mientras
por otra parte, podian existir conjuntos infinitos entre los cuales es imposible establecer
una correspondencia biunivoca. Tales paradojas condujeron a desarrollar la moderna
teoria de conjuntos, que a su vez ha ejercido profunda influencia sobre la filosofia de la
ciencia. Mucho podemos aprender de las paradojas. Es dificil analizar en pocas
palabras el atractivo de las paradojas, pero probablemente se debe a la contradiccion
inesperada que surge en la que - en general - se considera la Gnica ciencia "exacta". Y
una paradoja es siempre instructiva, porque para aclarar el enfadoso razonamiento se
necesita hacer un analisis muy detenido de los principios fundamentales que lo afectan.
Acontinuacion, presentamos dos falacias para analizar:

Ejemplo 1

Tesis:2=1

Argumentacion:

1) Sean a, b numeros, con a= Db (Hipotesis)
2) a’=ab



3)a’-b’=a.b-b’

4) (a—b)(a+b)=(a—b)b
5)a+b=b

6)b+b=b

7)2b=b

8)2=1

Ejemplo 2

2=[4=4" = [(-2]] * =(-2)"" =(-2)'=-2, portransitividad 2=-2
4 4

La conclusion en ambos ejemplos es falsa y la argumentacién, aunque parece correcta,
contiene uno 0 mas errores que usted debe encontrar. Asi en el ejemplo 1, el paso 5 es
un error, pues sélo podemos cancelar, sia—b #0, es decir sia Zb, lo cual contradice a
nuestra hipoétesis inicial. En consecuencia lo que sigue ya no tiene justificacion
matematica y se puede llegar a cualquier relacion. Asu vez, para el ejemplo 2, el paso 4
es correcto solo sila base es positiva.

La utilizacién de las paradojas hay que hacerlas oportunamente, mejor cuando ya se
desarroll6 el temay nos queremos cerciorar silos conceptos quedaron claros.

3.1.2 COMUNICACION MATEMATICA

La comunidad cientifica, los diversos equipos profesionales de las diferentes areas del
conocimiento, los comunicadores y, en general, todos para comunicamos Yy
entendernos mejor, usamos cada vez mas el recurso grafico: gréficas estadisticas
bidimensionales o tridimensionales, tablas o cuadros de doble entrada, diagramas de
flujos, mapas, etc. Asi también, el uso de simbolos matematicos por diversos equipos
de profesionales se hace mas cotidiano, pues simplifica la informacion. Es decir, se
entiende la matemética como la herramienta que ofrece potentes recursos en la
comunicacién. Esto es reconocido en la frase: “La matemética es un medio de
comunicacién potente, econémicoy sin ambigledades” (Cocckcroft, 1988).

En tal sentido el alumno ya posee nociones sobre estos recursos de comunicacion, de
modo que ya tenemos una ventajay desventaja a la vez, pero este hecho nos sirve para
planificar y ejecutar adecuadamente nuestro trabajo pedagoégico. Cuando decimos
desventaja nos referimos fundamentalmente a la interpretacion adecuada e inteligente
gue debemos hacer de estos recursos, pues a veces son utilizados para inducirnos
hacia unainterpretacién tendenciosa, la cual no necesariamente es rigurosa.

Por ejemplo podemos aprovechar algunos entretenimientos saludables de los
estudiantes, como son los deportes.

¢ CUAL ES TUDEPORTE PREFERIDO?

Generalmente los deportes que se practican con mayor frecuencia en las Instituciones
Educativas son: futbol, basquet, voleibol, atletismoy ajedrez.



Gabino, Doris y Begonia, estudiantes y amigos de la ILE. “MICOLE” cursan,
respectivamente, los tres primeros grados de Secundaria y quieren saber las
preferencias de sus amigos, en dichos grados de estudios, en la practica de estos
deportes. Para ello han realizado una encuesta a un grupo de comparieros, tomados al
azar, mediante la pregunta: ¢ Qué deporte practicas con mas frecuencia?, aclarando
gue estos debian indicar no mas de un deporte.

De lainformacion recogida se obtuvo los siguientes resultados:

Mujeres
0 0 8 0
10 10 6 14
3 4 5 2 0 2
9 5 8 5 8 7
4 1 4 2 4 0
24 19 10 19 4 10

Te convenceras que los datos recopilados han sido organizados en esta tabla, la cual
nos permite una mejor lectura y obtener algunas conclusiones. Este es uno de los
objetivos de la estadistica: organizar informacion y plasmarla en tablas, cuadros,
graficas y otros a fin de una mejor interpretacion de los acontecimientos y tomar
decisiones responsables.

En base al cuadro podemos afirmar que:

» Laceldade la4ta.filay lra. columna nos expresa que hay 9 varones del primer grado
gue practican frecuentemente atletismo ... jEnglobatres conceptos!
» Eltotal de mujeres encuestadas del tercer grado fueron:0+14+2+7+0+10=33.

COMPLETAY RESPONDE:
* Enelsegundogrado se encuestarona....varonesy .... mujeres.

e La mayoria de los varones del tercer grado que practican deportes prefieren:

 Eltotal de alumnos encuestados en el primer grado fue: ........

» ¢ Cuales el porcentaje de ajedrecistas en el tercer grado?

» ¢ Cualesel porcentaje de mujeres respecto del total de los encuestados?
» ¢ Quédeporte es el mas practicado en el primer grado?

» Elabora un diagrama de barras sobre los deportes practicados en el primer grado
donde se pueda comparar las aficiones de los varonesy mujeres.




Mediante el desarrollo de la comunicacién matematica no sélo podemos aprender a
representar ideas mediante los diversos recursos algebraicos o gréaficos: codificar, sino
también a expresar en otra forma de lenguaje lo que se tiene: recodificar.

Esto lo vemos, por ejemplo, cuando tratamos las “funciones” en nuestra labor
pedagogica. Muchas de las funciones que se desarrollan en la Secundaria se pueden
expresar mediante una tabla (tabulacién), graficamente o mediante su regla de
correspondencia. En tal sentido es conveniente que el estudiante a partir de una de las
formas de expresién (codificacion) de una funcion pueda, no sélo interpretarla
(decodificacion), sino expresarla en otra de las formas (recodificacion)

REGLA DE
CORRESPONDENCIA
f(x)=2x - 3

y GRAFICA

—— gy o GRABICA
X | f(X)
-2 -7

-1 -5

0 [ S

1 -1

2 1

3 3

4 5

5 7

6 9

3.1.3 RESOLUCION DE PROBLEMAS

En la actualidad esta capacidad es considerada como medular en el quehacer
matematico, segun vimos anteriormente. Su aplicacion metodologica requiere mucha
pericia por parte del docente al igual que su aprendizaje para el estudiante.

Partamos por precisar qué entendemos por un problema, pues este sera nuestro objeto
de trabajo permanente. En La OTP-2005 se define como: “una situacién a la que se
enfrenta un individuo o un grupo para la cual no se vislumbra un camino aparente u
obvio que conduzca hacia su solucién.”



Juan Antonio Garcia Cruz'® considera que un problema debe satisfacer los tres
requisitos siguientes:

1) Aceptacion. El individuo o grupo, debe aceptar el problema, debe existir un
compromiso formal, que puede ser debido a motivaciones tanto externas como
internas.

2) Blogueo. Los intentos iniciales no dan fruto, las técnicas habituales de abordar el
problema no funcionan.

3) Exploracién. El compromiso personal o del grupo fuerza la exploracién de nuevos
meétodos para enfrentar el problema.

Un problema involucra la aplicacién de multiples capacidades: nos va a exigir una
lectura cuidadosa, explorar alguna estrategia que nos permita resolverlo, analizar los
datos conocidos, las incognitas, buscar relaciones nuevas entre ellos, realizar
conjeturas, es preciso poner en juego conocimientos diversos, no sélo matematicos,
toma de decisiones, etc.

No esta de mas reiterar que se debe poner énfasis en proponer situaciones para las
cuales no existan a la vista algoritmos que la resuelvan, que no necesariamente
conduzcan a una respuesta Unica, en suma que propicien el desarrollo de las
capacidades fundamentales.

Procesos pararesolver problemas

Se han determinado una variedad de pautas que estan presentes en el proceso de la
resolucion de problemas. Para George Polya'’ laresolucion de un problema consiste, a
grandes rasgos, en cuatro fases, las cuales describiremos textualmente como él las
enuncio:

Comprender el problema. Es decir entender de qué se trata y qué solicita la situacion
presentada. Ello significa responder a las preguntas:

» ¢Cualeslaincognita?, ¢ cuales sonlos datos?

» ¢Cuéleslacondicion?, ¢es la condicion suficiente para determinar laincognita?, ¢ es
insuficiente?, ¢ redundante?, ¢ contradictoria?

1sJuan Antonio Garcia Cruz: La Didactica de las Matematicas: una vision general.
.» George Polya: Matemético hingaro. Autor de “How to solve it” (1945)




Concebir un plan Idear una estrategia que nos conduzca a la solucién del problema.
Para ello se debe tomar en cuenta:

* ., Se ha encontrado con un problema semejante? o ¢ha visto el mismo problema
planteado en forma ligeramente diferente?

» ¢, Conoce un problema relacionado con éste?, ;conoce algun teorema que le pueda
ser util? Mire atentamente la incognita y trate de recordar un problema que le sea
familiary que tengala misma incognita o unaincégnita similar.

* He aqui un problema relacionado al suyo y que se ha resuelto ya. ¢ Podria utilizarlo?,
¢podria utilizar su resultado?,  podria emplear sumétodo?, ¢ le haria falta introducir
algun elemento auxiliarafin de poder utilizarlo?

» ¢ Podria enunciar el problema en otra forma?, ;podria plantearlo en forma diferente
nuevamente?

» Sino puede resolver el problema propuesto, trate de resolver primero algun problema
similar. jPodria imaginarse un problema analogo un tanto mas accesible?, ;un
problema mas general?, ;un problema mas particular?, ;puede resolver una parte
del problema? Considere solo una parte de la condicion, descarte la otra parte. ¢En
qué medida la incégnita queda ahora determinada?, en qué forma puede variar?,
¢ puede deducir algun elemento util de los datos?, ¢ puede pensar en algunos otros
datos apropiados para determinar la incégnita?, ;puede cambiar la incégnita?,
¢ puede cambiar la incognita o los datos, o ambos si es necesario, de tal forma que la
nueva incognitay los nuevos datos estén mas cercanos entre si?

* ;Ha empleado todos los datos?, ;ha empleado todas las condiciones?, ¢ha
considerado usted todas las nociones esenciales concernientes al problema?

Ejecucién del plan

* Alejecutarsu plan de solucion compruebe cada uno de los pasos.
» ¢ Puede usted ver claramente que el paso es correcto?, ¢ puede usted demostrarlo?

Examinarla soluciéon obtenida

+ ¢ Puede usted verificar el resultado? ¢ puede verificar el razonamiento?

» ¢ Puede obtener el resultado en forma diferente?, ; puede verlo de golpe?, puede
usted emplear el re sultado o el método en algun otro problema?




Podemos esquematizar la propuesta de G. Polya. En la figura, se observa que el
problema no termina cuando se obtiene una solucién, sino cuando el estudiante o el
docente lo decidan. La fase de examinar el proceso realizado es de suma importancia,
pues habitua al estudiante a gestionar mejor su pensamiento.

COMPRENDER » CONCEBIR UN EJECUTAR EL
EL PROBLEMA PLAN PLAN
EXAMINAR LA
SOLUCION

Al respecto podemos anadir que este proceso es interativo, las fases a veces se
superponen y el estar en una de ellas no significa que las demas no estén presentes.
Ademas, resaltar que la ultima fase es una de las mas importantes en la vida diaria, y
poco aprovechada, pues nos hace concientes de reflexionar acerca del camino llevado
acabo en la resolucion del problema, del control y regulacion que debemos hacer de
dicho proceso. Aesto se denomina metacognicion.

Vamos a ilustrar estas fases con la resolucion de un problema: “los soldados de una
compania de 2000 hombres deben ubicarse, segun el numero que les haya tocado, en
una de las cinco columnas como indica el cuadro en la formacién de los primeros. Pero a
David le toco el numero 1794, sin embargo no necesita esperar que todos los anteriores
a él estén ubicados para saber a qué columna pertenece, ¢ puedes averiguar a cual de
ellas le corresponde?”

Qv
1 2 3 4
./ 8 7 6 5




Resolucioén

COMPRENDER EL

PROBLEMA

CONCEBIR UN PLAN

EJECUTAR EL PLAN

e (¢COMO estan
distribuidos los
ndameros?

e Alterminarunafila
para pasar a la
siguiente se corre
una columna vy
siguen los nume-
ros, pero en otro
sentido.

e Haré algunas filas
mas para enten-
der la distribucion
correcta.

e Puedo continuar

ubicando los nUmeros
y llegar al 1794, pero
demoraré demasiado.

Enla 1ra, 3ray 5ta no
puede estar porque
alli solo estan los
impares.

Sélo puede ubicarse
en la 2da o 4ta
columna.

Enla 1lray 5ta van de
8en8,enla3rade4
en 4; en cambio, en
las otras columnas
varian en su for-

e Tomaré la 1ra columna, a ver a

donde llego. En ésta todos los
numeros al dividir entre 8 dan 1
como residuo. Ademas los
nameros que siguen siempre
se ubican hacialaderecha.

Es decir si 1794 entre 8 da
residuo 1, entonces estara en
la 1lracolumna

1794 8

2 224

iPor 1!, entonces 1793 si esta
en la 1ra columna. Y los que
siguen se ubican hacia la
derecha, entonces 1794 esta
enla2da. Columna.

mMacion
EXAMINAR LA SOLUCION

Hay otras formas de llegar a la solucion. Por ejemplo al completar mas filas se puede
notar que los numeros 8, 16, 24, 32, 48, ..., es decir los multiplos de 8 estan en la 2da
columnay el nUmero que sigue corre a la izquierda y los que siguen van a la derecha.
Entonces, segun ladivision hecha, 1792 esta en la 2da columna, luego:

1792 - - -
1793 1794 - - -

Otra forma seria tomando la 3ra, es mas simple de entender que las otras, no sélo van
de 4 en 4, sino que alli estan todos los nimeros que al dividirse por 4 se obtiene 3 de
residuo. Pero el problema es que a partir de esa columna hay dos posibilidades de
continuar: aladerechaoalaizquierda...

Schoenfeld **, asuvez, nos da cuenta de laimportanciade tomar decisiones durante el
las llama: decisiones ejecutivas. Estas influyen
significativamente durante el proceso, pues permitirdn usar de manera mas eficiente

proceso de resolucion,

18 Schoenfeld, A. (1985). Mathematical Problem Solving. Academic Press, New York.




nuestros recursosy habilidades mentales. Entre ellas sefala:
* Hacerunplan.
* Seleccionar objetivos centrales y sub-objetivos.

* Evaluar el proceso de resolucién a medida que evoluciona.
 Revisar o abandonar planes cuando su evaluacion indica que hay que hacerlo.

Cuanto mas precisas sean las respuestas a las preguntas ¢ qué estoy haciendo?, ¢ por
gué lo hago?, ¢ para qué lo hago?, ¢como lo usaré después?, mejor sera el control
global que se tenga sobre el problema y sobre las decisiones que conducen a su
solucion.

Hay otras actitudes que imposibilitan la toma de buenas decisiones durante la fase de
resolucion. Entre ellas cabe destacar:

e Inflexibilidad paraconsiderar alternativas.

Cuando unay otra vez fallan los procedimientos empleados no hay méas salida que cambiar de
perspectiva para salir del blogueo.

*Rigidezenlaejecucién de procedimientos.

Mas de una vez intentaremos encajar un procedimiento conocido en una situacion en la que
no es aplicable. Nuestra obstinacién es debida al simple hecho de que nos parece apropiado a
primera vista, 0 porque la situacion, aunque distinta, se parece a aquella en que el
procedimiento fue eficaz.

eIncapacidad de anticipar las consecuencias deunaaccion.

Al respecto cabe hacerse siempre la siguiente pregunta antes de ejecutar una  accion
pensada: cuando haya ejecutado lo que pienso ¢ qué consecuencias tendra para laresolucion
del problema?

* El efecto "tunel".

Se produce cuando la ejecuciéon de una tarea es tan absorbente que no hay energias
disponibles para la evaluacion de lo que se esta realizando. Suele darse mas facilmente cuanto
mas embebido se esta en la ejecucion de una accion.

Miguel de Guzman® partiendo de las ideas de Polya, Schoenfeld y otros elaboré el siguiente
modelo:

Familiarizate con el problema
» Trata de entender a fondo la situacion.

< Juega con la situacién, enmarcala, trata de determinar “el aire” del problema, piérdele el
miedo.

Busquedade estrategias

* Empieza por lo facil.

e Hazte un esquema, unafigura, un diagrama.

* Escoge unlenguaje adecuado, una notacioén apropiada.

e Supongamos el problema resuelto.

Llevaadelante tu estrategia

e Seleccionay lleva adelante las mejores ideas que se te han ocurrido en lafase anterior.

» Actla con flexibilidad. No te desanimes facilmente. No te enfrasques en una idea. Si las
cosas se complican demasiado elige otra via.

19 Miguel De Guzman (1991). Para pensar mejor. Labor




Revisael procesoy sacaconclusiones de él

+ Examina a fondo el camino que has seguido.  Como has llegado a la solucién?, o
bien, ¢ por qué nollegaste?

» Observa siencuentras un camino mas simple.

» Reflexiona sobre tu propio proceso de pensamiento y saca conclusiones para el
futuro.

Estas sugerencias se han sistematizado en base a las observaciones hechas en las
aulas, atendiendo a los procesos que surgen con los mas expertos en resolver
problemas como con los que tienen cierta dificultad en ello. Pues como sabemos, el aula
es un laboratorio del cual debemos aprender lo maximo posible para mejorar en la
ensefanza y el aprendizaje. Sin embargo hay que precisar que en la practica uno no
siempre procede de este modo racional, segun las fases, como lo planteado, sino
transitamos en la incertidumbre, ensayando, hasta dar con una idea util para el
problema.

Finalmente, complementamos con algunas ideas que el docente puede tomar en
cuenta:

» Eldocente no debe resolver solo los problemas, sino con la participacion activa de los
estudiantes.

» El estudiante debe estar motivado para resolver la situacion, le debe interesar, debe
aceptar el desafio que le plantea el problema.

* El docente debe promover el ensayo, la experimentacion, valorar el error del
estudiante.

* El docente debe leer adecuadamente el enunciado de un problema y, lo mas
importante, promover en los estudiantes la comprension lectora. Que el estudiante
lealas veces que sean necesarias hasta comprender el problema.

» Ejecutar diversas estrategias sugeridas por el docente y los estudiantes; estrategias
sencillas, elegantes, complicadas o tediosas que nos lleven a la solucion del
problema e incluso aquellas que no nos conducen a la solucion. De todas ellas se
aprende, permiten reflexionar sobre nuestro pensamiento y nos prepara para futuras
situaciones.

* Promover la argumentacion de las soluciones de los estudiantes, ellos tienen mucho
que aprender de sus companeros como también nosotros.

» Cuando nos toque explicar la resolucién de un problema, simular que nosotros no
sabemos con antelacion larespuesta ni el procedimiento.

Ejemplo: Rectas concurrentes

Setrazan 43 rectas en el plano, concurrentes en un punto O. Ahora trazamos unarecta




qgue no pasa por O y que no es paralela a ninguna de las 43 anteriores. ¢ En cuantas

regiones quedadividido el pla

RESOLUCION

no?

Luego de entender el enunciado se deduce que se trata de un problema que requiere
del elemento gréafico. Pero son muchas rectas para dibujarlas y analizarlas a la vez,
entonces conviene particularizar el problema, es decir trazar solo las necesarias y tratar
de encontrar algunarelacion logica o patron, para luego retomar el problema original.

Para 2 Para 3 Para 4 Para 5
1\2/ 3 1\2 :’/4 1\2\3/4/5 N\s 4/%
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Entendemos que el niumero de regiones
determinadas depende de la cantidad de
rectas concurrentes. Entonces debemos
hallar la relacion matematica entre ellas.
Analizando, deducimos que es el triple de
rectas y uno mas. Es decir para 43 rectas
se generaran: 3x43 +1=130regiones

REFLEXION: Debe haber otra(s)
estrategia(s) para abordar la solucion.
Asimismo, podemos plantear algunas
cuestiones, para identificar qué parte del
proceso fue dificultoso para muchos de
ellos.




ii)

Sifuesen 100 las rectas concurrentes, ¢ cuantas regiones se generarian?

Si el nimero de regiones obtenidas es 220, ¢ cuantas rectas concurrentes se han
trazado?

¢ Es posible que se generen 500 regiones para una cantidad de rectas concurrentes?,
éporqué?

iv) Si s6lo nos hubiesen pedido las regiones generadas por las 43 rectas concurrentes en

Vi)

vii)

viii)

“Q”, ¢ cuantas regiones se generarian?

Con las dos informaciones anteriores podemos saber cuantas se generan en total.
¢ Cuantas son?

Si “n” es el nUmero de rectas concurrentes y “r” el total de regiones generadas, ¢cual
es larelacion matematica entre ambas variables?

Para el problema original, ¢cuantas regiones se generarian en total si en lugar de una
se trazan dos rectas paralelas que no pasan por “0”?

Si en lugar de 2 paralelas, se hubiesen trazado 40 paralelas que no pasan por “O”,
¢cuantasregiones se generarian?




Valga la oportunidad para aclarar algunas posturas extremas que se adoptan y nos
conducen a resultados negativos. No estamos proponiendo que los problemas
conocidos, para los cuales ya existe un algoritmo estandarizado, no los desarrollemos
en clase. Lo que se cuestiona, y no es coherente con el desarrollo del pensamiento es la
metodologia empleada, el mensaje matematico sobre la unicidad de respuestas o
estrategias empleadas, sabiendo que existen otras e incluso puede haber mas de una
solucion. Aqui radica la importancia del criterio y la experiencia pedagdgica de los
docentes para una adecuada aplicacion de las sugerencias dadas.

3.2 CAPACIDADES ESI?ECI'FICAS20 PRESENTES EN EL DESARROLLO DEL
PENSAMIENTO MATEMATICO

Frecuentemente utilizamos mas de una capacidad especifica en el desarrollo de las
capacidades de area y fundamentales, y de manera particular en el pensamiento
matematico. El conocimiento de lo que es cada una de estas nos ayudara a planificar
nuestras estrategias, asi como nuestros criterios e indicadores de evaluacion. A
continuacién describimos un conjunto de capacidades especificas con su respectivo
ejemplo:

* Definir; es explicar la naturaleza de un ente matematico o fijar la significacién de un
objeto matematico.

Ejemplos:
Dos angulos son complementarios, siy sélo si, la suma de sus medidas es 90°.

En un triangulo rectangulo, el seno de un angulo agudo se obtiene del cociente de la
longitud de su cateto opuesto entre la longitud de su hipotenusa.

* Demostrar; es establecer una sucesion finita de pasos para fundamentar la veracidad
de una proposicion o su refutacion.

Ejemplo:

Cuando se demuestra que “la medida de un angulo exterior a un triangulo es la suma
de las medidas de los angulo interiores no adyacentes.”

*Adaptado de las habilidades generales matematicas y la estructuraciéon del conocimiento,: Lic. Juan
Raul Delgado Rubi. Instituto Superior Politécnico “José A. Echeverria”.La Habana, Cuba.




* |dentificar; es distinguir el objeto de estudio matematico, sobre la base de sus rasgos
esenciales. Es determinar si el objeto pertenece a una determinada clase de objetos
gue presentan ciertas caracteristicas distintivas.

Ejemplos:
De los siguientes numeros: 57; 65; 41; 2007; 401, 143, los que son primos son: ...
De los siguientes tridngulos: ..., sonisosceles: .......

e Interpretar; es atribuir significado a las expresiones matematicas de modo que estas
adquieran sentido en funcion del propio objeto matematico o del problema aresolver.

Ejemplo:

Lalongitud de un cateto de un triangulo rectangulo satisface la ecuacion  x*—x—12=0.
Delasraices, -3y 4, tomaremos solo 4, pues no hay longitud negativa.

* Recodificar; es transferir la denominacion de un mismo objeto de un lenguaje
matematico a otro. Es expresar el mismo tipo de objeto a través de formas diferentes;
esto es, el uso de simbolos diferentes para un mismo modelo.

Ejemplos:

Exprese simbdélicamente: “hace diez afios, la edad de Juan era el doble de la edad de
Alicia”. Si x e y representan las edades actuales de Juan y Alicia respectivamente,
entonces la afirmacion anterior queda simbolizada por: x—10=2(y — 10).

Laecuacién ordinariade laconica y*—2y—4x+13=0es (y—1)’=4(x—3).

» Graficar; es representar relaciones entre objetos matematicos, tanto desde el punto
de vista geométrico, como de diagramas o tablas; y reciprocamente, colegir las
relaciones existentes a partir de su representacion grafica.

Ejemplos:
Representa la grafica de la curva que corresponde ala ecuacion: X’ —2x +y°=8

Realiza un diagrama de flujo que plasme el proceso seguido en la resolucion de un
problema determinado.

« Calcular; es aplicar un algoritmo de una o mas operaciones. Este proceso puede ser
manual, mental o usando tablas, calculadoras, etc.

Ejemplo:
Halla el valor numérico de E=x*—3xy +y, parax=4,y =-1.

* Modelar; es asociar a una situacion o fenémeno, matematico o no, una relacién o
correspondencia matematica que represente determinados comportamientos o
caracteristicas, con el objetivo de ser investigado a través de él.

Ejemplo:

La siguiente situacion: “Cuando el aire seco se eleva, se expande y enfria. Si la
temperatura en el suelo es de 20°C y la temperatura a un kilbmetro de altura es de




10°C”. Suponiendo que un modelo lineal es apropiado podemos expresar la
temperatura “T”, en grados centigrados, en funcion de la altura “h” en kildbmetros de la
siguiente manera: T=-10h + 20.

* Comparar; es establecer una relacion entre lo cuantitativo o cualitativo que hay entre
dos entes matematicos de un mismo conjunto o clase. ldentificar rasgos o
caracteristicas en que se diferencian dos o mas objetos o situaciones sobre la base de
un criterio.

Ejempilo:
Para decidir si un elemento pertenece o no a un conjunto, al contrastar la forma de dos
figuras, al hacer estimaciones de magnitudes, etc.

* Optimizar; es encontrar al objeto (valor numérico, funcién, conjunto, etc.) que
maximiza o minimiza (en algun sentido) la clase de objetos a la que pertenece o el
meétodo 6ptimo de resolucion de un determinado problema.

Ejemplo:

Al hallar el precio 6ptimo de venta de un determinado articulo o al determinar el método
mas apropiado para resolver una ecuacion, etc.

* Aproximar; es sustituir un objeto por otro al cual se considera un modelo suyo. Es
conjeturar sobre las posibles soluciones a obtener o pronosticar caracteristicas de las
mismas.

Ejemplo:

La velocidad de la luz en el vacio es 299 999 km/s, pero para efectos operativos o
referenciales usamos comunmente 300 000 km/s.

* Resolver; es encontrarun método o via que conduzca a la solucion de un problema.

Ejemplo: Los 35 alumnos de una clase deciden confraternizar su amistad, para ello
todos se saludan con un fuerte abrazo. ¢ Cuantos abrazos hubo?

3.3 APLICACION DE LA MATEMATICA A SITUACIONES PROBLEMATICAS DE LA
VIDA COTIDIANA

3.3.1 MODELACION MATEMATICA

Dentro de los aprendizajes esperados que se piensa lograr en la Educacion
Secundaria, la modelizacion es de gran importancia, pues permite al alumno aplicar los
recursos matematicos utiles para la solucion de diversas situaciones problematicas de
la vida cotidiana. También somos concientes que esta practica aun no es habitual en




nuestro quehacer matematico, pero si una necesidad ineludible para que tenga sentido
el proceso de ensefianza-aprendizaje de la Matematica durante la Educacion Basica
Regular, de modo que promover esta actividad requiere de periciay voluntad.

Entendemos por “modelo” a la descripcion matematica que se realiza de una situacion
real, que explica su comportamiento y nos permite realizar predicciones sobre su futuro
comportamiento.

La modelizacibn matematica se entiende como el proceso por el cual se interpreta
matematicamente situaciones para tomar algun tipo de decision, lo que implica
centrarse en elementos de la situacion, sus relaciones, patrones y caracteristicas,
teniendo como producto un modelo en algun nivel de sofisticacién con relacién al
proposito.

En un principio podemos iniciar al alumno invitandolo a participar en situaciones ludicas
que permitan desarrollar su capacidad de generalizacion para lograr modelizar la
situacion problematica. Y en un segundo momento abordar situaciones de su interés o
de la vida cotidiana. El alumno debe descubrir el concepto o proceso subyacente en la
situacion planteada. Esto definitivamente lo lograra con la practica.

Presentamos, a continuacion, tres ejemplos que pueden servir de guia para el docente y
asi promover en los estudiantes la creatividad a partir de la construccion de relaciones
matematicas que le permitan predecir el comportamiento de diversos fenbmenos.

i) Aplicacion de funciones cuadraticas

Se quiere cercar un terreno rectangular con 200 m de tela metalica. ¢ Cuales deben ser
las medidas de las longitudes de los lados del terreno para que el area comprendida
sealaméxima posible?

Perimetro Area
2x + 2y = 100 A =x(100-x)
x+y = 100 A=100x - X°
y = 100-x A= 2500 - (x - 50)°
A
A
Segun el procedimiento usado, el area del 2500

terreno rectangular esta en funcion de su base
“x”. Es decir: A(x) = 100x — x°. Se trata de una
funcion cuadratica, cuya gréfica es una
parabola, abierta hacia abajo. Y por nuestros
estudios sabemos que tomara su valor
maximo en su vértice (50; 2500)




ii) Programacioén Lineal

La Programacion Lineal fue desarrollada por George B. Dantzig al final de la década de
1940, y la Fuerza Aérea de Estados Unidos fue quien la utilizé primero como una ayuda
en la toma de decisiones. Actualmente tiene una amplia aplicacion en el analisis
industrial y econémico.

Algunas veces se desea maximizar o minimizar una funciéon sujeta a algunas
restricciones. Por ejemplo, un fabricante puede querer maximizar una funcién de
utilidad sujeta a las restricciones de produccion, que imponen las limitaciones sobre el
uso de la maquinaria y mano de obra. Ahora consideraremos coémo resolver tales
problema cuando la funcién a maximizar o minimizar es lineal, es decir, la funcién es de
la forma Z = ax + by, donde a y b son constantes. También requeriremos que las
restricciones estén representadas por un sistema de desigualdades lineales que
incluyan “<” 0 “2” o ecuaciones lineales en x y y, ademas que todas las variables sean
no negativas. Un problema con todas estas condiciones se llama Problema de
Programacion Lineal.

En un Problema de Programacion Lineal, la funcién a optimizar se llama funcién
objetivo. Por lo general existe un numero infinito de soluciones para el sistema de
restricciones llamadas soluciones factibles, la meta es encontrar una que sea una
solucion optima de la funcion objetivo. A continuacion daremos un enfoque geométrico
de la Programacion Lineal.

Consideremos el problema siguiente: Un fabricante de juguetes prepara un programa
de produccién para dos nuevos juguetes, mufiecas y soldados, teniendo como base la
informacion concerniente a sus tiempos de produccion dados en la tabla adjunta

MaquinaA Maquina B Acabado

Munecas 2 hr 1 hr 1 hr
Soldados 1 hr 1 hr 3 hr




Por ejemplo, cada mufieca requiere de 2 horas en la maquina A. Las horas disponibles
empleadas por semana son: para operacion de la maquina A, 70 horas; para la B, 40
horas; para acabado, 90 horas. Silas utilidades en cada mufieca y cada soldado son de
US$4 y US$6, respectivamente, ¢ cuantos juguetes de cada uno debe producir por
semana el fabricante con el fin de maximizar la utilidad?, ¢ cual es esa utilidad maxima?

Para resolver el problema, definimos x y y como el numero de mufecas y soldados a
producir por semana respectivamente. Note que, x>0 y y>0.

Las horas disponibles para operacion enla maquinaAson 70, de modo que 2x +y <70.

De manera semejante, las restricciones para la maquina B y acabado dan x + y < 40;

x+ 3y <90.

La utilidad U esta dada porla funcion de utilidad U(x;y) =4x + 6y.

En resumen, queremos maximizar la funcién objetivo

restricciones:

2x+y<70
x +ty< 40
x +3y<90
x>0;y>0

La ultima de las restricciones se llama
condicion de no negatividad. La region
que satisface de manera simultanea las
restricciones esta sombreada-en la
figura. Cada punto en esta region
representa una solucion factible, y dicha
region se llama regioén factible.

La funcion objetivo  U(x;y) =4x + 6y es
equivalente a

2 U
= o — +_
Y= 3%7%

que define una familia de rectas
paralelas, cada una con pendiente —2/3 e
interseccion coneleje Y en (0; U/6).

Para cada valor de U la recta es llamada
de isoutilidad, y da todas las combi-
naciones posibles de x y y con las que se
obtiene la misma utilidad.

AY

U(x;y) = 4x + By, sujeta a las
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Busquemos un miembro de la familia de
rectas que tenga un punto factible y cuyo
valor de U sea maximo.

ParaU=150, y=—%x+25
2

Para U =300, Y—'§X+50

Para U =210, y=-%x+35

Esta sera la recta cuya interseccion con
eleje Y sealamaslejanadel origeny que

i

o s

=210
Linea de maxima utilidad

al mismo tiempo tenga al menos un
punto en comun con la region factible.

En el grafico observamos que la recta de
maxima utilidad se obtiene para U =210
y se alcanza en el punto B(15; 25); es
decir, la maxima utilidad es de US$210
para x=15mufecas; y=25soldados

iii) Geometria Analitica

En el puente colgante que se muestra en la figura adjunta, la forma de los cables de
suspension es parabdlica. Los pilones u horcas (torres de apoyo), estan separados 600
metros de distancia, el punto mas bajo de los cables portadores esta a 150 metros por
debajo del extremo superior de los pilones y la losa del puente esta 10 m por debajo del
punto mas bajo del cable parabdlico. Ademas, la estructura cuenta con dos tirantes
laterales que conectan las partes superiores de los pilones con los extremos del puente.
Cada tirante es un cable perpendicular a la recta tangente a la parabola en su punto de

contacto con el pilon.

1. Deduzca la ecuacion de la parte parabdlica de los cables, colocando el origen del

sistema de coordenadas en el vértice.

2. Determine a qué distancia de los pilones se empotra el tirante en la losa.




Ecuacion de la recta tangente a una parabola en el punto de contacto (x,;y,)

. Sealaecuaciondelaparabola Ax*Bx+Cy+D=0 ()
+ Sealaecuaciondelarectatangentedelaformay=mx+b

* El punto de contacto (x,;y,) también pertenece a la recta tangente y = mx + b,
entonces, luegoy,=mx, +b, luegob =y, - mx,

+ Laecuaciondelarectatangente esdelaforma y=mx+y,-mx,-—----—-- (1)

«  Reemplazando (ll) en (l), obtenemos la ecuacion cuadratica ax’ + bx +c=0

+ Paralatangencia, el discriminante de esta cuadratica debe serigual a cero. Luego
encontraremos el valor de m.

* Reemplazando el valor de m en la ecuacién (II) obtenemos la ecuacion de la recta
tangente.




3.3.2 ACTIVIDADES LUDICAS PARA
EL DESARROLLO DEL
PENSAMIENTO MATEMATICO

El juego tiene una estructura similar a la
mateméatica. Su desarrollo se basa en
reglas que se deben respetar y aplicando
estas se pueden obtener y predecir
resultados, descubrir estrategias y
ganar.

Axiomas
Conceptos
Definiciones

REGLAS Instrucciones

PRODUCTOS | Estrategias
OBTENIDOS [ ganadoras

Propiedades
Teoremas

Por ello es conveniente su uso en la
Educacién Secundaria, no sélo porque
su aplicacion desarrolla capacidades
similares a las de la Matemética, sino
porque muchos de estos juegos,
cuidadosamente elegidos, son
adecuados para el desarrollo de
contenidos y procesos matematicos.

Como se sugiere en la OTP-2005 su
caracteristica de diversion y pasatiempo
favorece una predisposicion y reaccion
positiva de los estudiantes, conveniente
durante las sesiones de aprendizaje de
matematica. Incluso si adquirimos mayor
pericia en su uso, podemos desarrollar
gran parte de los contenidos y procesos
matematicos en una forma mas amena,
sin atentar contra el rigor matematico.
Casos que ejemplifican este argumento
hay muchisimos, como por ejemplo las
pirdmides en Z y otras actividades que
presentamos a continuacion:

3.3.2.1 JUEGOS ARITMETICOS QUE
PERMITEN EL DESARROLLO
DE HABILIDADES
OPERATIVAS

SOLOCIFRAS

Afos atrds se veia en la television
peruana el programa: "Solo Cifras". Las
pruebas eran realmente interesantes.
Cada prueba consistia en obtener a
partir de seis numeros dados, utilizando
s6lo sumas, restas, multiplicaciones y
divisiones (y manteniéndose dentro del
campo numeérico de los nUmeros enteros
positivos), otro nimero de tres cifras,
denominado nimero objetivo.

MATERIALES:

Una pizarra, tizas o plumones.
Hojas y lapices para cada participante
(equipo).

CONSIDERACIONES:

* Los seis numeros de origen pueden ser
catalogados como unidades o
decenas-centenas. Una unidad es un
numero cualquiera entre 1 y 9. Una
decena-centena es uno de los nimeros
10, 25, 50, 75, 100.

» El nimero objetivo debe ser mayor o
igual que 100.




tiene 60 segundos como maximo para
formar el nUmero objetivo.

* No es necesario usar todos los
nameros de origen. Un mismo ndmero
no puede usarse dos veces.

» Sino se es capaz de obtener el nimero
objetivo, se procurara acercarse a él lo
mas que se pueda. En algunos casos
puede ser completamente imposible
conseguir el numero objetivo, ya que
todos los numeros se eligen al azar.

e Cada participante o equipo,
dependiendo como se esté jugando,

Por ejemplo para la primera prueba del
NIVELI:

10X6xX(7—3 )+ 75 + 25 =340

A continuacion proponemos algunas
pruebas, con diferentes niveles de
dificultad. El docente adecuara los
tiempos y niveles, segun el grado de los
estudiantes.

Nivel 1
NU mer (0]
1 3 7 6
2 8 10 2
3 4 10 7 9 2 25 232
4 3 1 9 4 50 100 286
5 50 5 4 / 10 2 219
6 10 2 9 5 7 100 298
7 7 10 3 2 1 25 223
8 7 4 100 5 9 10 156
9 2 75 9 6 100 8 474
10 14 3 50 25 6 100 741
Nivel 2
NUG mer (0]
1 4 5
2 75 9 10 6 50 2 182
3 9 50 6 4 75 1 826
4 9 6 75 I 2 50 264
5 10 8 I 2 100 25 276
6 10 I 8 50 5 9 834
7 9 10 1 20 10 3 373
8 6 1 75 25 8 4 384




Objetivo
1 1 5 9 10 25 2 408
2 2 4 5 100 25 1 901
3 25 4 6 100 3 75 425
4 9 10 1 50 10 3 267
5 10 7 2 50 9 75 586

NOTA: Es posible que haya pruebas en las cuales sea humanamente imposible
resolverlo. Por ejemplo para la prueba:

4 | 75| 6 |100] 1 | 5 |=— 783

Unabuena aproximaciéon seria: 100x(6+1)+75+5+4=784
RECOMENDACIONES

Es conveniente que el docente posea una calculadora para dilucidar con rapidez y
exactitud algunas dudas que se puedan presentar.

Con los numeros dados el docente puede generar otras combinaciones de
operacionesy obtener nuevos numeros objetivos para otras pruebas.

Durante la ejecucion de este juego se van a dar situaciones diversas:

* Que no logren obtener el numero objetivo,
aproximacion.

* Que logren obtener el nimero objetivo usando diversas estrategias, para ello se
tomara en cuentael tiempo.

entonces se aceptard la mejor

Nivel 1 Nivel 2

Estrategia
10x6x(7-3) + 75 + 25 = 340
(25 + 8:4)x(10x2) + 9 =549
25x9 +7 =232
3x100- (1 + 9+ 4) =286
50x4 + 7x2 +10-5 =219
100x(10-7)-(9-5-2) =298
7x10x3 + (25 + 1): 2 =223
100 + 5x10 +4 + 9 -7 =156

Estrategia
25x(25+4) +8-2 =731
(9 - 6)x(10+50) + 2 =182
75x(9+6-4) + 1 =826
(9 + 2)x(75+6-50-7) = 264
8x7 + 2x(100+10) = 276
(50 + 5)x(7+8) +9 =834
(50 - 10)x10 - 3x9 =373
(75+25-6)x4 +8 =384
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6x(75 + 8:2) =474
(100 + 6)x7 - (3 - 50:25) =741

=
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Nivel 3

1
2
3
4
5

Estrategia
(25-1)x(9+10-2) = 408
2x4x5x25 - 100 +1 = 901
100 x (6 - 4) + 3x75 = 425
(50+10 - 1)x3+9 x 10 = 267
(75x10-50x9-7)x2 = 586

3.3.2.2ACTIVIDADES QUE PROPICIAN EL DESARROLLO DEESTRATEGIAS

EL JUEGO DEL 20 gn—

MATERIALES: lapizy papel

OBJETIVO: llegara 20

INSTRUCCIONES
El primer jugador escribe 1 6 2; luego el segundo jugador agrega 1 6 2 a lo escrito por el
primero; nuevamente el primer jugador afiade 1 6 2 a la cantidad que escribio el otro
jugador; y asi sucesivamente cada jugador, a su turno, puede sumar 1 6 2 a la cantidad

gue setiene. Elquellegaa 20 es el ganador.

A continuacién presentamos un juego, que inicia el jugador Ay finalmente lo gana el
jugador B.

JUGADORA| 2 4 8 11 15 18

JUGADOR B 3 6 9 13 17 20

RECOMENDACIONES:

Este juego lo deben practicar los estudiantes en parejas las veces que el docente
considere conveniente, luego se puede invitar a los que méas han ganado, descubierto o
casi descubierto una estrategia ganadora para que lo jueguen publicamente en la
pizarra. El que gana sigue jugando, ello hasta que la mayoria descubra o entienda cuél
es la estrategia ganadora.

ESTRATEGIA:

Después de jugar varias veces la mayoria concluira en que el que llega a 17 se asegura
la victoria, pues el otro jugador (A) solo tiene dos posibilidades:




Anadir 1 o Anadir 2
18 19
17 20 17 20
Y B le aflade 2 Y B le aflade 1

Entonces el objetivo de llegar a 20 se transforma ahora en tratar de llegar a 17.
Razonando de modo similar el objetivo de llegar a 17 se transforma en llegar a 14. Y asi
sucesivamente se obtiene que los nimeros ganadores son:

Y 4 4 A Y 4Ry 4

2 5 8 11 14 17 20

Esto significa que un jugador para ganar debe llegar o ubicarse en dichos nimeros. En
consecuencia gana el que juega primero, iniciando con 2 y ademas conoce la estrategia
ganadora. Para llegar a los numeros ganadores, observe que van de 3 en 3,
simplemente hay que completar 3 a lo que diga el otro jugador. Es decir cuando el
segundo jugador aumente en 1, el primero debe afadir 2 mas; pero si el segundo
jugador aumentaen 2, el primero le afiadira 1.

Se entiende que el concepto matematico implicado en el juego es la divisibilidad por 3. A
partir de ello se pueden plantear algunas cuestiones, como: si se tratase de llegar hasta
43y ambos jugadores saben la estrategia, ¢,con qué namero se debe empezar el juego
paraganar?

VARIANTES
Hay muchas, por ejemplo:

» Con las condiciones iniciales, si cambiamos por los numeros 1, 2 6 3, es sencillo
deducir que el segundo en jugar siempre gana, pues basta que a lo que el primero
agregue (n), el otro debe a su turno agregar (4 — n). Es decir el concepto matematico es
la divisibilidad por 4, a lo que el docente debe llegar con la participacion de los alumnos,
logrando asi reconocer laimportancia de la Matematica en dicho juego.

» Se pueden jugar con fichas y en lugar de agregar, se van quitando 1 6 2 fichas y el que
se queda con la dltima ficha pierde. Después de un andlisis similar, se concluye que el
primero en jugar gana, para ello debe quitar 1 ficha y en adelante si el otro quita “n”, el
primero debe quitar“3—n".

» Setiene el siguiente juego para dos personas:
A) Enunafilade 40 casillas se ubica unafichaen laprimerade laizquierda.
B) Cadajugador, asuturno, mueve lafichal;2 5 casillas aladerecha.
C) Pierde el jugador que colocalafichaenla ultima casilla, o sea el Gltimo enjugar.




Encontrar, si existe, una estrategia ganadora. Luego de analizar el juego se llega a
concluir que gana el que juega en segundo lugar (B). Para ello si el primero (A) mueve
“n” casillas, el segundo (B) a su vez debe completarle un multiplo de 3, es decir “3n” o
“6n”. A continuacién presentamos un juego ganado por B. Note que A empieza
moviendo 1y B mueve a suvez 5 (le completo 6), luego Amovio 2y B a suvez movio 1
(le completo 3), y asi sucesivamente le va completando lo que falta para 6 6 3:
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RECORRIDO CARTESIANQ 05—

® MATERIALES:
Un tablero cuadriculado de 8x8, como el ajedrez.
Unaficha

® PARTICIPANTES: dos jugadores: Ay B.
® INSTRUCCIONES

Se coloca la ficha en la esquina inferior izquierda. Juega A y debe mover la ficha un
recuadro hacia arriba, hacia la derecha o en la direccion de la diagonal (NE). A
continuacion juega B y del mismo modo, debe mover la ficha desde la posicién que
ahora ocupa, un cuadro hacia el N, E o bien NE, luego le toca jugar de nuevo a Ay asi
sucesivamente. Gana quien coloque la ficha en la esquina superior derecha.

Movimientos:

P N W b~ 01O N

o
1 2 3 45 6 7 8




RECOMENDACIONES

Como en muchas actividades de este género, se debe jugar las veces necesarias para
familiarizarse con las reglas y descubrir una estrategia ganadora. Al docente le
corresponde sistematizar el razonamiento de los estudiantes. Puede ser mediante
algunas preguntas guias como:

¢ Silafichase encuentraen elcasillero (6;6),yletocajugar, ganao pierde?

ESTRATEGIA

Por lo anterior, se obtiene que inicialmente los casilleros ganadores son los de la Tabla 1

Tabla 1 Tabla 2
o ; o [ ] o

R N Wb 01O N

R N Wb 01O N

1 2 3 45 6 7 8 1 2 3 45 6 7 8

Y razonando de manera similar podemos deducir los demas (Tabla 2). Es decir la
estrategia ganadora consiste en ubicarse en los casilleros de negro, por lo tanto gana el
que inicia el juego moviendo en direccién NE al casillero (2 ; 2) y ademas si sabe jugar.
Los casilleros ganadores son aquellos cuyas coordenadas son nimeros pares.




VARIANTES

Se pueden utilizar tableros de otros tamafios, por ejemplo rectangulares

TABLERIN o’

Meta|

Numero dejugadores: 2.

Objetos y tablero: un tablero como el del ajedrez, con 8x7 casillas y una ficha (o un
peodn) en el extremo superior izquierdo. La meta en el extremo inferior derecho.

Instrucciones del juego: cada jugador en su turno mueve la ficha roja en uno de los
dos sentidos: horizontal-derecha, vertical-abajo (no diagonal), tantos espacios como se
guiera pero un espacio al menos.

Final: ganaeljugador que llega a la meta, la casillainferior derecha.

Piensa un plan de trabajo y escribelo. Consulta pautas site hace falta.

Algunas cuestiones para analizar este juego podrian ser:

- Empieza por el final. Investiga como jugarias si te encuentras en las casillas cercanas
alameta. Sigue analizando el juego en las casillas mas alejadas de la meta.

-¢ Existen algunas casillas en donde desearias encontrarte en tu turno? ¢ O donde no te
gustaria encontrarte? Tomanota de ellas.

¢, Quién tiene ventaja, el jugador que empieza o el segundo? ¢ Cuando tiene ventaja
cadaunodeellos?

Ejecuta el plan. Toma nota de las observaciones que vas haciendo.
Compruebay redacta las conclusiones.

3.3.2.3MAGIA MATEMATICA

Resulta interesante, como recurso motivador, la utilizacion de “trucos” o “magias” que
realmente no lo son, pues tienen fundamento matematico, obedecen a alguna
propiedad que el receptor no lo distingue facilmente. A continuacién, presentaremos
algunos de ellos.




LA CIFRATACHADA

Setratade adivinar una de las cifras de un niumero, conociendo la sumade las demas
MATERIALES: papely lapiz
PROCEDIMIENTO

Pideles a tus alumnos que escriban cualquier numero de 3 o0 mas cifras sin que ta
puedas verlo. Por ejemplo, 1964.

Luego, les dices que a la derecha escriban otro nimero, pero usando las mismas cifras
que el primero, es decir que cambien de orden las cifras del nUmero original

Ejemplo: 6491

Seguidamente que resten ambos numeros, el mayor menos el menor. Hacer hincapié
sobre el cuidado al escribir los nimeros y no equivocarse enlaresta.

6491

1964

4527
Diles que tachen con unarayita una de las cifras del resultado. Por ejemplo: 4.52 7
Le dices finalmente que te diga la suma de las otras cifras, es decir: 4 +2+ 7 = 13. En
menos de 4 segundos le dices la cifra que tacho.

FUNDAMENTACION
Una propiedad de la divisibilidad es “todo numero se puede expresar como un multiplo

de 9 maslasumade sus cifras”. Veamos:
Consideremos N =abcd , realizando su descomposicion polindbmica tendremos:

N=1000a+ 100b+10c+d

N=(999)a+ (99)b +9c +a+b+c+d ... Hemos descompuesto

N= 9a+ 9b+ Oc+a+b+c+d .. Sonmdltiplosde 9(9)

N= 9+9+9+a+b+ct+d .. 9xk=9

N= O+s ... 9+9=9, ademashacemos: a+b+c+d=s

Si N’ es el nUmero que se obtiene de cambiar el orden de las cifras de N, se tendra que:
N’'= 9+s. Luego: (§)+s)—(é+s) =9 .Vemos gue ladiferencia es9.

Para el caso presentado el resultado (la diferencia) siempre sera un multiplo de 9. Es
decir la suma de sus cifras de esta resta serd un multiplo de 9. Entonces la cifratachada
seralo que le falta a la suma que te den para completar un multiplo de 9. En nuestro
ejemplo a 13 le falta 5 para ser un maltiplo de 9 (el maltiplo mas préximo).

Se debe ensayar con varios casos y se observara que la suma de las cifras de los
resultados pueden ser: 9; 18; 27, etc. Entonces si el estudiante le dice que la suma es
10; 21 6 26, lacifratachada sera: 8; 6 6 1, respectivamente.




NOTA: Puede suceder que la cifras tachadas sean: 0 6 9, en ese caso usted debe
solicitarle una informaciéon mas, por ejemplo: ¢ la cifra es grande o pequefia?, pero estos
casos los debe dejar para el final y primero “adivinar” las demas respuestas que los
alumnos den, para que no se pierda el atractivo.

CALCULO ULTRA RAPIDO@

Hay calculos operativos que dan la impresion de ser tediosos, pero reconociendo la
forma de los niumeros y los operadores que intervienen se pueden realizar de manera
abreviada, mediante la aplicacion de propiedades aritméticas o algebraicas.

INSTRUCCIONES:
Los estudiantes deben realizar los siguientes pasos:

1°. Quetedicteny escriban dos niumeros de 3 digitos; por ejemplo: 861y 791.

2°. Que multipliquen ambos numeros, recalcandoles que tengan cuidado en las
operaciones que realicen. Se tendra: 861x 791 =681 051

3°. Acontinuacién, que multipliguen uno de los nimeros iniciales que el docente debe
fijar, por ejemplo 861, por otro que el docente propone, que lo perciban como si
fuese cualquier numero al azar, este sera 208 (lo obtendras de 999 — 791). Asi, se
tendra: 861 x 208 =179 088

4°, Finalmente que sumen ambos resultados: 681 051 + 179 088 =860 139

Antes que ellos terminen el docente conocera el resultado y lo escribira en un papel sin
gue los estudiantes lo vean.

EXPLICACION MATEMATICA
Setiene: MXN + Mx(999 — N) = Mx999

Esdecir: Mx(1000 — 1) = Mx1000 — M

Estoes:[M-1[C.A.(M)]

Donde M es el numero fijado y C.A.(M) es el complemento aritmético de M, es decir lo
gue le falta para 1000.

TECNICA:

Basta escribir el multiplicando, en este caso el 861, disminuido en una unidad y anotar a
su derecha sucomplemento (lo que le faltaa 861 para 1000). Es decir: 860 139.




RECOMENDACIONES

El nimero de cifras puede variar, segun el grupo o nivel al que vamos a presentar esta
situacion, se pueden usar de dos cifras o de cuatro.

Es conveniente la presentacion de este tipo de particularidades operativas al culminar
el desarrollo de contenidos y proceso que estan relacionados con él, mas no al inicio
para no tergiversar la correcta construccion de los conceptos y principios matematicos.

Es recomendable tener a la mano una calculadora para verificar los resultados y no
guede duda alguna de las operaciones que realicemos.

ADIVINAR LA EDAD Y FECHA DE NACIMIENTO;?&‘

MATERIALES: lapiz, papely calculadora

PROCEDIMIENTO.

Oralmente se dan las siguientes indicaciones: “al numero del dia de tu nacimiento lo
multiplicas por 25, a dicho resultado le sumas 2, ahora al resultado anterior lo
multiplicas por 4y le afiades el nimero del mes de tu nacimiento, al resultado anterior lo
multiplicas por 5y luego le afades 6, a dicho resultado lo multiplicas por 2y le afiades 8,
al resultado anterior lo multiplicas por 10 y a ello le sumas los dos ultimos digitos del
namero del afio de tu nacimiento”.

Les pides el resultado final y a ello le restas 1000 y se obtendra: d/ m/a, que justamente
es lafecha de nacimiento del alumno. Sélo queda separar las cifras de dos en dos.

10x{2x[5x(4x[25xd + 2] + m) + 6] + 8} + a

Por ejemplo: la sefiora Carmen nacio el 15 de enero de 1970. Se escribe 15/01/70.0
sead=15m=1ya=70

Reemplazando, tendremos 10x{2x[5x (4x[25x15+2]+1)+6]+8}+70

25x15 =) 375+2=)377x4=y1508+ 1=) 1509 x5=) 7545 + 6=»7 551 x 2=)15 102

15102 +8=>15110x10 => 151100+ 70~>151170—1000 =—> 15/01/70




3.3.2.4 ACTIVIDADES DE INDUCCIONY GENERALIZACION

La busqueda de regularidades, de patrones es usual en la actividad matematica. El
docente puede promover esto en forma ludica.

ACTIVIDAD CON CERILLOS

Forma tiras de triAngulos como en la figura. Observa la secuencia de figuras que se
muestra en el dibujo que sigue y completa dos tiras mas.

JAWAVIAVAS

Ahoraresponde alas siguientes cuestiones:

a. ¢, Cuantos palillos se necesitan para hacer unafilade 199 triangulos?
b. Con 2 007 palillos, ¢cuantos triangulos, en fila, pueden formarse?
RESOLUCION

Una forma de observar los datos en cada tira de triangulos es organizarlos en una tabla
(tabular) para observar la relacién cuantitativa entre el nimero de triangulos y el de
palitos usados.

N° de triangulos (t) | 1 2 3 4 5 6 7 8 | 100

N° de palitos (p) 3 5 7 9 11 | 13 | 15 17 | - 201

Se puede deducir que cualquiera de los valores de “p” es el doble que el valor de “t”
respectivo mas uno. Es decir:

3=2(1)+1
5=2(2)+1
7=23)+1

9=2(4)+1




Luego las respuestas alas preguntas seran:
a.p=2(199)+1=399
b.t=(2007-1):2=1003

¢, Puedes escribir una ecuacion que relacione py t?

p=2t+1
En formade funcion: f(t) =2t +1
Donde t:variableindependiente
p: variable dependiente
El dominio esta definido por: Dom(f)=Z"

Elrangoes: Rang(f):los numerosimpares, mayores oiguales que 3

Intentando generalizar

Observando los casos anteriores intenta averiguar lo que sucederia con los

pentagonos.

N° de pentagonos: n| 1 2 3 4 5 6 7

N° de palitos: p 5

¢, Puedes escribir una ecuacion que relacione py n?




ACTIVIDAD SOBRE SUMAS

DESARROLLO

Se arman equipos de cuatro estudiantes y el docente propone el siguiente desafio,
usando solo lapiz y papel.

Parte 1: Exploracion

"El profesor les da diez nimeros consecutivos y el equipo que primero encuentre la
suma de estos numeros sera el ganador”. Esto lo realizara cuatro veces, cada una de
las cuales tendra un maximo de 5 minutos.

El docente propone, a continuacién, comenzar a jugary escribe en el pizarron:

lera : 11,12,13,14,15,16,17,18, 19, 20.

2da : 79,80,81,82,83,84,85,86,87,88.

dra : 831,832,833, 834,835, 836,837,838, 839, 840.

4ta @ 6980,6981,6982,6983, 6984, 6985, 6986, 6987, 6 988, 6 989.

Parte 2: Busquedade estrategias

Cada equipo tendra un tiempo para buscar alguna estrategia que permita ganar
rapidamente, cualquiera sean los diez nUmeros consecutivos que se propongan.
Luego, cada grupo tendra que presentar la estrategia disefiada y dar razones que
justifiquen por qué ella sirve cualquiera sean los diez nUmeros consecutivos y por qué
creen que permite ganar rapidamente.

Puestaen comun

Al finalizar la Parte 2 se realiza una puesta en comun en la cual se discuten las
estrategias propuestas y se analizan aquellas que supuestamente permiten ganar mas
rapido.

Parte 3: Generalizacion mediante unaformula

Se busca ahora escribir una formula que permita, dado el primero de los diez nUmeros
consecutivos que hay que sumar, obtener como resultado la suma de éstos.

Cada grupo tendra que explicar como ha obtenido la formula.
Puestaen comdun.
Se analizan, se comparany se validan las diferentes producciones.

Parte 4 : Reflexion
1. ¢ Es posible que la suma de diez nUmeros consecutivos dé por resultado 735 2457?

¢ Por qué? Sila respuesta es afirmativa, ¢, cuales son los nimeros que se han sumado?




2. ¢Es posible que la suma de diez numeros consecutivos dé por resultado18 450?
¢Por qué? Si la respuesta es afirmativa, ¢cuales son los nUmeros que se han
sumado?

COMENTARIOS

En la Parte 1, frente a una respuesta de un grupo, el docente controla el resultado de la
suma. En caso de obtenerse una respuesta incorrecta, el juego continla hasta que
aparezca la primera respuesta correcta. En esta instancia no hay ningun tipo de
discusion en relacidén a la manera de obtener los resultados (cada equipo no debera
divulgar la estrategia que supuestamente le permite ganar el juego). En la primera parte
de la situacién, los nimeros que se proponen son cada vez mayores, de tal manera que
la realizacion de todas las cuentas comience a manifestarse como un metodo "poco
econémico" y asi motivar al alumno en la basqueda de otros procedimientos. El hecho
de no conocer de antemano el conjunto de nimeros que el docente propondré podria
funcionar como "motor de generalizacion™: las estrategias locales disefiadas en la
primera parte (esencialmente ligadas a estrategias de calculo mental) no son
facilmente generalizables, fundamentalmente frente a la exigencia de comunicacion;
muchas de ellas deberan reformularse a partir de la exigencia de la produccion de una
formula. Es importante, en la Parte 3, discutir la equivalencia de diferentes formulas
posibles, cada unade ellas proveniente de diferentes regularidades, como por ejemplo:

1. px10+45
siendo p el primer nimero de la secuencia

2. ux10—-45siendou el Gltimo nUmero de la secuencia

3. [(c, +c, ):2]x10
donde c, y ¢, sonlosnumeros centrales de lasecuencia

4, gx10+5
siendo g el quinto nimero de la secuencia

5. sx10-5
siendo s el sexto numero de la secuencia; etc.

REFLEXION

Se trata de una actividad que puede ser utilizada en los comienzos del algebra. La
produccion de férmulas es un recurso interesante para la introduccién de “las variables”
en la clase de Matematica; en este caso, el recurso algebraico aparece como un medio
pararesolver problemas que implican la exploracion de regularidades.

Asimismo, la situacion exige la puesta en funcionamiento de un proceso de
generalizacion y abre un espacio para el trabajo sobre la problematica de la validaciéon
en las sesiones de Matematica, en particular, la validacion de un proceso de
generalizacion.



TEOREMADEEULER:C+V=A+2

Se trata de modelar un fenémeno geométrico, como es el caso de los elementos de los
sélidos geométricos. A partir de la construccion y manipulacion de estos, los
estudiantes pueden descubrir algunas propiedades, por ejemplo el interesante
teoremade Euler.

El enunciado de dicho teorema es: “En todo poliedro convexo, el nimero de caras
aumentado con el de vértices equivale al nUmero de aristas mas dos”. No hay que
perder de vistaque un poliedro es convexo, si sus caras son poligonos convexos.

MATERIALES

- Limpiatipo.
- Cerillos o palitos de diente.

PROCEDIMIENTO

- Seinvita a los alumnos a construir sus poliedros uniendo los cerillos (aristas) por
sus extremos (vértices) con limpiatipo.

- Inicialmente el profesor construye un poliedro que sirva de guia para la actividad de
los alumnos y asi mismo reconozca con ellos sus elementos.

- Progresivamente deben ir construyendo sus poliedros: de 4 caras, luego de 5
caras, seguidamente de 6, y asi sucesivamente hasta un icosaedro, si es posible. A
su vez deben ir registrando en un cuadro sus elementos, asi como sus nombres,
conlaayudadeldocente.

El docente a su vez debe hacer el cuadro también en la pizarra, tomando la informacion
de uno delos grupos.




Ne de Caras (C) | N2 de Vertices (V)| N° de Aristas (A) Nombre
4 4 6 Tetraedro
5 6 9 Pentaedro
6 8 12 Hexaedro
7 10 15 Heptaedro
8 6 12 Octaedro
9 9 16 Nonaedro
10 16 24 Decaedro

11 11 20 Undecaedro
12 20 30 Dodecaedro
20 12 30 Icosaedro

NOTA: va a suceder que varios datos de la tabla no son los mismos en los grupos, lo
cual resalta las diferentes formas de construir estos sélidos y poner énfasis en el
entendimiento de un enunciado, el cual habla de la relacién matemética que hay entre

los elementos de los sélidos, mas no de cantidades arbitrarias de ellos.

Por ejemplo para el octaedro, tenemos otras posibilidades, por ejemplo:

C A
8 12 18
8 14




RECOMENDACIONES

Una vez terminado el cuadro ellos deben descubrir la relacion matematica entre las
caras, vértices y aristas, con lainformacion que poseeny con la mediacion del docente.
Esto puede hacerse didacticamente mediante preguntas guias, por ejemplo:

* ¢ Quérelacion pueden encontrar entre las C, Vy Ade cada poliedro?
* Algunodeellos (C,V0A), ¢como es siempre respecto de los otros?
* ¢Unodeellos es siempre mayor que los otros?, ¢,cuél?

« Como el numero de aristas A es mayor, ¢,operando las C con los V podemos obtener
elnimerodeA?

* ¢ Quéoperacionentre CyV eslaque mas se aproxima al valor de A?
e ¢Sisumamos C + VresultaA?
e ¢Cuantofaltaria?
» Entonceslarelaciénentre C,VyAes:
C+V=A+2

Estas preguntas van de lo mas general hacia lo especifico, que el docente puede
utilizar de tal modo que ellos logren formular la relacién correcta.

Y alli no debe terminar la actividad, sino reflexionar sobre esta. Por ejemplo se pueden
plantear cuestiones como:

¢Es posible construir un poliedro con 9 caras, 14 vérticesy 20 aristas?

En un poliedro, el nUmero de caras es igual al de sus vértices y tiene 98 aristas. ( COmo
se llamacel poliedro?.




3.3.2.5 FIGURASY ESQUEMASNUMERICOS

Hay una variedad de casos en los cuales por la forma de las figuras, en estas se pueden
distribuir nimeros, logrando formar regularidades. Entre ellas estan los cuadrados
magicos, tridngulos magicos, estrellas magicas, etc., y otras que gozan de propiedades
particulares.

CUADRADOS MAGICOS

Las filas, columnas y diagonales tienen la misma suma, denominandose a dicha suma
namero magico.

SUMA 15.

Hay que distribuir los numeros: 1, 2, 3, 4, 5, 6, 7, 8 y 9 en los nueve casilleros de un
cuadrado de 3x3, de modo que este sea magico.

COMENTARIO:

Se debe permitir al alumno ensayar hasta obtener el cuadrado magico deseado, y no
darles las respuestas o artificios que inhiben el desarrollo de habilidades, limitandolo a
repetir las instrucciones.




EXTENSION:

SUMA 34. Es un cuadrado magico de 4x4. Hay que distribuir convenientemente los
nameros: 1,2, 3,4,5,6,7,8,9,10,11,12,13,14,15y 16.

SUGERENCIA:

Se le puede dar algunos nimeros guia para que ellos completen los demas, pues a
medida que aumenta el tamafio de los cuadrados la dificultad aumenta también.

TRIANGULOS MAGICOS

De manera similar hay que distribuir los nimeros: 1; 2; 3; 4, 5; 6; 7; 8y 9, de modo tal que
la suma de cadalado del triAngulo sea 20

Presentamos dos soluciones. Animate a encontrar las otras soluciones.




Ademas de promover la busqueda de mas soluciones, es oportuno también inventar
desafios y discriminarlos casos que no son posibles como figuras magicas.

Por ejemplo para el caso de los triangulos magicos, podemos usar recursos
algebraicos para la construccion de estas figuras. Veamos:

Para que sea magico los lados deben sumarigual a k. Entonces planteamos:

x+a+b+y=k
y+c+d+z=k

x+e+f+z=k

Sumando las 3 ecuaciones y reemplazando:
X+y+z+45=3k
X+y+zminimo:1+2+3=6

X+y+zmaximo:7+8+9=24

Entonces “k” puede ser: 17, 18,..., 23

Hemos obtenido un método para inventar triangulos magicos. Son procesos que el
docente y los estudiantes pueden abordar. En nuestro ejemplo presentado: k = 20,
luegox +y+z= 15. Estas deducciones nos permiten invertir menor tiempo en nuestros
ensayos de solucién, asi como la imposibilidad de solucion. Por ejemplo no hay
triangulo magico, cuyos lados sumen 24. No es necesario intentarlo. Hemos visto que
todos podemos inventary de eso deben estar convencidos los estudiantes




NO CONSECUTIVOS

Los numeros: 1; 2; 3;4;5;6;7;8;9;10; 11; 12; 13; 14; 15y 16 se deben distribuir en las
diez regiones, de modo que dos numeros consecutivos no se encuentren en dos
regiones contiguas (que comparten un mismo lado o vértice).

14 16

12 3 5 2
1 7
15 9

10 13 |11 4
8 6
5 7

9 14| 10 13
1 3
6 8

11 16 | 12 15
2 4

La exploracion de soluciones para este desafio nos puede llevar a formular estrategias
para encontrar mas soluciones. Por ejemplo, algunos estudiantes logran determinar
gue si en las regiones internas colocamos los impares y en las externas los pares, o a la
inversa, no se tocaran los consecutivos. Similares estrategias el docente debe
promover entre sus estudiantes.




PIRAMIDES NUMERICAS

El uso de estas piramides nos es familiar, pues son frecuentes en los diarios o en textos
de primaria; asi también en el nivel secundario se pueden presentar estos elementos,
pero con una dificultad mayor o con desafios mas interesantes.

El nimero de cada casilla se obtiene de sumar los niumeros de las dos casillas que lo
sostienen. Observa el modelo adjunto:

En cada piramide numérica debes ingeniarte y completar los nimeros que faltan en las
casillas vacias basandote en esta condicion.

-
2 5
Solucion
163
83 | 80
42 | 41 42 | 41 | 39
Xx+3 | x+5 ] 19 | 20
3 5 6 3 X 5 14 6

Es interesante observar que el método usado por la mayoria de los estudiantes es
ensayar con algunos numeros hasta dar con larespuesta.

Muy pocos seguramente detectardn el concepto de ecuacion subyacente a esta
actividad. A la derecha se observa el uso de esta estrategia, que teniendo en cuenta la
condicién nos conduce a plantear la ecuacion: x + 3 + x + 5 = 42, resolviendo x = 17,
reemplazando se podra completar los numeros que faltan en la piramide.




RECOMENDACIONES

Aqui el docente no debe dejar escapar la oportunidad para comentar con los
estudiantes que los conceptos mateméaticos estan presentes en muchas situaciones
lGdicas, reales o imaginarias.

VARIANTES

Se puede extender para el conjunto Z. Aqui resultaria mas productivo, pues durante
todala Secundaria, perduran aun las dificultades de los signos para los jovenes.

a) 1
+4
-3
+5
-1
b) +9
+5
-2
+8
-4

Es importante que los estudiantes puedan crear sus propias piramides desarrollando
asi su pensamiento creativo y afirmando la confianza en si mismos. Incluso se pueden
plantear retos o competencias de a dos, 0 por equipos.

El docente puede promover en los estudiantes la creacion de otros esquemas para
lograr un mayor dominio, de forma amena, de las operaciones con nimeros enteros,
gue como sabemos un buen porcentaje de alumnos tienen dificultades.




CRUCINUMEROS

Completa los numeros enteros que faltan en cada recuadro, si se tienen los resultados
delasfilas (=) ydelas columnas (\}.).

+5 $> -5
+7 -4 %> +4

-4 +1 $ +6
+2 — +5
. =

SACA20

Para ello descubre los nUmeros que deben estar en los circulos, para que el resultado
final sea 20, con las operaciones indicadas.

X+ -@)

@@ @@-
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